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viii Preface 


at our disposal fairly round the various areas of current interest. It is 
hoped that in the course of several years every subject, in which there 
is substantial activity, will be covered. A review series like this will 
take some time to establish itself. ; 

However, this first volume, it is hoped, will reflect at least to some 
extent the manifold forms into which our science has diverged in 
recent times at such a startling rate. Whereas it seemed twenty years 
or so ago, that there was nothing much to do but to apply the finishing 
touches to what we would now call classical aerodynamics, apparently 
minor sidelines have assumed a life of their own and grown out of all 
recognition; and wholly new branches have appeared. Scientific and 
engineering progress have urged each other on, the resigned feeling of 
the epigone has gone, and we are setting out for new discoveries of real 
significance, in a seemingly unbounded field. 

Typical of the new lines of research is the paper on the dynamics 
of an ionized gas. Although this would not claim to say the last word 
on the subject and much more is to come, sufficient results have 
accumulated to justify a first digested account. The theory of unsteady 
boundary layers has taken an unexpected and fruitful turn and is 
assisting the understanding of flow phenomena occurring in many 
experimental facilities with short running times at high supersonic 
and hypersonic speeds; the first phase, which is reported here, has 
been completed within only a few years. Similarly, very early work in 
acoustics has recently progressed into a fully developed theory of what 
has become a very acute problem in human relations as well as 
aeronautics, the sonic bangs or booms. In this particular case, one 
might expect the present account to contain all the fundamentals of 
the subject. Somewhat closer to classical aerodynamics are the papers 
on supersonic aerofoil theory and on a particular type of transonic 
flow. The former gives a unified account of the work by which the 
French school of Germain has extended and perfected earlier studies by 
Busemann: although we now have several books which deal with the 
general subject, the approach described here had not been cast in such 
a permanent shape before. Transonic flows, on the other hand, still 
present formidable difficulties and the paper presented here, while 
dealing with one particular aspect of the problem, should help general 
progress. It is hoped that the subject will be taken up again in 
one of the following volumes. 

The very active subject of aircraft structures is, in this volume, 
represented by only one paper: a review of pressure cabin design 
problems. This paper is typical of the kind of article which we plan to 
produce in this series. The unsuspecting non-specialist in structures is 
suddenly confronted with a fully-grown theory of considerable interest 
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and beauty on a subject which is important enough for him to feel the 
urge to inform himself. 

Alongside with the expansion of the field of work, another general 
problem has emerged, rather more quietly, in recent years: the pro- 
blem of design, specifically of aerodynamic design. The first half- 
century of aeronautical science has been dominated by one charac- 
teristic shape of the practical aeroplane, with separate and largely 
independent means for providing the necessary volume, lift, propulsion, 
and controls. Early work had convinced designers that this was an 
eminently suitable and natural layout. Aerodynamic research, in 
particular, was confronted with problems that it could cope with, and 
it could contribute more to the development of the classical aeroplane 
than it could do to any other possible configuration. Indeed, once 
research on this layout had started, its own impetus was sufficient to 
ensure an increasing concentration of research effort upon it and this 
concentration and restriction was largely responsible for the extremely 
rapid development of the subsonic aeroplane. We have now reached 
the stage where we become aware of the restrictions of the specific 
classical approach and of the need to discard many design concepts 
which served so well for the classical type of aircraft. We must now 
begin the conscious search for other acceptable layouts and work out 
the aerodynamic basis for other reasoned and natural design concepts 
and solutions, as we cannot rely on providence to make the choice for 
us. It would seem that the basic solution of this ‘“‘design problem”’ is 
primarily a job for the aeronautical research worker rather than for the 
designer. Thus the design problem assumes a new and real significance, 
and it is felt that the present review series has an obligation in this 
respect. Attempts will be made to review progress towards our 
awareness of the problems involved and their solutions; the present 
volume begins with a paper which attempts to define and to illustrate 
the general problem. 
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ON THE PRINCIPLES OF AERODYNAMIC 
DESIGN 


E. C. MASKELL 
Roval Aircraft Establishment, Farnborough 


Ir is suggested that the development of aeroplanes requires, at the 
beginning, the solution of an aerodynamic design problem, namely, 
to find in broad outline classes of shapes with acceptable physical 
properties and types of flow which are usable in engineering practice. 
The basic principles of the classical design problem are briefly discussed 
and it is indicated how these methods can logically be extended to lead 
to new types of aircraft such as the slender wing. 


1. Introduction 


Until near-sonic flight speeds became a practical possibility, the 
broad outline of the aeroplane changed very little. Unswept wings of 
relatively high aspect ratio, mounted on a slender, essentially non- 
lifting, fuselage, were almost universal. But in recent years, rapid 
progress through the transonic, supersonic and into hypersonic 
regimes has been accompanied by marked departures from the now- 
classical subsonic configuration. There is a clear trend towards 
highly-swept and low-aspect-ratio wings, and ultimately to the slender 
lifting body, in an attempt to maintain a high aerodynamic efficiency 
by keeping the wave drag low. 

Research into the properties of these high-speed shapes has led to 
the suggestion (Maskell and Kiichemann, 1956, unpublished) that they 
present an aerodynamic design problem, the solution of which is much 
less obvious than is sometimes supposed. The main point of the 
argument is that the logical extension of the principles underlying the 
design of the classical aeroplane to a highly three-dimensional slender 
configuration is not the result of a straightforward application of 
classical wing theory. In order to illustrate the nature of the ex- 
tension proposed, we shall begin by re-interpreting the basic 
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principles of the classical methods, and then go on to show how they 
have been applied (Maskell and Weber’) to the design of slender wings. 


2. The Classical Design Problem 


The two main components of the classical aeroplane are a relatively 
high aspect-ratio wing, the purpose of which is to provide lift, and an 
essentially non-lifting body, which provides stowage space. The 
properties of these components can be considered in isolation, for the 
most part, and design of the wing becomes the main problem. But 
since the effects of the finite span of a wing designed for low subsonic 
speeds can be understood, and predicted, sufficiently well with the aid 
of the Lanchester—Prandtl theory, all that remains to be understood is 
the aerodynamics of the two-dimensional aerofoil section. So while 
the aeroplane remained a relatively low-speed vehicle practical 
demands upon research were largely met by two-dimensional theory 
and experiment. This state of affairs lasted for nearly fifty years, 
during which a vast amount of systematic data was amassed, and the 
theory and design of the two-dimensional aerofoil reached an ex- 
tremely advanced stage of development. 

The corner-stone of this phase was, of course, Prandtl’s conception 
of the boundary layer, which led to the breakdown of the field of flow 
into an outer inviscid region and an inner boundary layer, each of 
which was governed by equations much more amenable than the 
Navier-Stokes equations themselves. Moreover, since the boundary 
layer was assumed to be so thin that the pressure drop through it 
could be ignored, its existence could be neglected altogether in a first 
approximation to the flow and, in particular, to the pressure distribu- 
tion. In consequence the boundary layer came to be regarded primarily 
as the source of drag. 

But the boundary-layer concept is not in itself sufficient to justify 
the independent study of the external flow. Several additional 
assumptions must also be made, none of which is obviously valid 
a priori. It is necessary, firstly, to assume that the boundary layers on 
the upper and lower surfaces of the body in question may be taken to 
remain attached, until they are able finally to coalesce in its rear and 
form a thin wake. Secondly, the origin of this wake must be supposed 
known. If valid, these two assumptions lead to the construction of a 
tractable and unique potential-flow problem. If not, there is no 
alternative to an iterative procedure between external-flow and 
boundary-layer solutions, like that adopted by Howarth in his 
theoretical study of the aerodynamic properties of an ellipse. 

Experiment indicates that both assumptions are in fact acceptable 
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for a particular class of bodies. The first effectively defines the so- 
called streamline bodies. Together they define the aerofoil, which is 
simply a streamline body with a sharp trailing edge from which the 
wake can be taken to originate. But although aerofoil theory can 
consequently be studied with little apparent reference to the boundary 
layer, it is as well to remember that the properties of the boundary 
layer are being taken into account in a very real way when the Kutta— 
Joukowski condition is applied at the sharp trailing edge. In this 
limiting case, as in the more general case characterized by Howarth’s 
ellipse, the boundary layer exerts a controlling influence upon the flow. 

These properties of the streamline body were the root cause of the 
close relation between research and practice in the subsonic era. 
Furthermore, since it was usually possible to choose an aerofoil which 
retained its streamline properties over a range of attitudes wide 
enough for practical flight, there was little need to look beyond the 
streamline regime except to define its limits. Once this was realized, 
research effort intended to benefit the aircraft designer could be 
concentrated, almost exclusively, upon two-dimensional problems, 
in reasonable confidence that no important developments would 
thereby be missed. The practical requirements seem, in fact, to have 
been so well appreciated, during the period in question, that special 
measures to bridge the gap between research and practice were 
unnecessary. The early realization that the streamline body was the 
most suitable shape for engineering purposes, together with the 
fundamental principles underlying the rapidly developing aerofoil 
and boundary-layer theories, virtually ensured that there was no 
gap to bridge. 

Evidently the main direct contribution that could be made to 
design was the provision of improved aerofoil sections with widely 
different properties, from which the one most suitable for a given 
purpose could subsequently be chosen. The procedure usually adopted 
was to design a systematic series of aerofoils theoretically, though 
often very crudely, in an attempt to obtain a class of pressure distri- 
butions which might have been expected to possess certain desirable 
properties—either directly, through the corresponding forces and 
moments, or indirectly, through the associated boundary layer. The 
true properties of the aerofoils thus designed, in particular those 
necessarily ignored in the preliminary theory, were then determined 
experimentally. 

But it is worth bearing in mind that the broad outline of the classical 
aeroplane had already been chosen on aerodynamic grounds. The 
general acceptance of streamline flow as the basis of good design 
depended entirely upon aerodynamic considerations. 
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3. Some Limitations of Classical Theory 


According to the approach outlined above, a first approximation to 
the flow past an aerofoil can be built up from two approximate 
solutions of the Navier-Stokes equations. In the first viscosity is 
ignored, and an inner boundary condition of zero velocity normal to 
the surface of the given body is satisfied. A unique solution is obtained 
by applying also the Kutta—Joukowski condition which, in effect, 
ensures that the influence of the boundary layer on the flow external 
to it is properly accounted for. But since this implies that the 
boundary layer approximations must be satisfied almost everywhere 
over the surface of the body, the second (inner) solution must first 
indicate no separation forward of the trailing edge. For if it does not, 
the whole procedure—including the initial calculation of the inviscid 
flow—is invalidated, unless it can be shown that the boundary layer 
approximations remain valid almost everywhere, as they would, for 
example, if a short separation bubble were formed. 

A synthesis of the complete flow pattern obtained in this way 
indicates very clearly the importance of the boundary layer, even in 
streamline flow. The boundary layer calculation may be replaced by 
an experimental determination of the aerofoil characteristics, but it 
cannot be simply ignored. In fact, it has usually been rather more 
convenient to employ a mixed theoretical-experimental approach to 
aerofoil design than to attempt a wholly theoretical one. The aerofoil 
is first designed using inviscid-flow theory together with the assump- 
tion that streamline flow can be achieved. Some attempt is usually 
made to create conditions favourable to the required type of boundary 
layer development, by choosing what may appear to be a suitable 
pressure distribution. But the final test of the initial assumption is 
best made by experiment, during which the range over which stream- 
line flow can be maintained is also determined. 

The experimental effort implied in this procedure is not prohibitive, 
and extensive families of aerofoil sections have been derived by it. 
The significant geometric parameters defining a two-dimensional 
section are fortunately limited, so that the field can be covered fairly 
thoroughly, even though few of the derived shapes may find practical 
uses. Even so, it seems unlikely that this approach could have been so 
effective without a qualitative appreciation of the relation between 
pressure distribution and boundary layer development obtained from 
boundary layer theory. 

It is already clear that the successful application of generalized 
research techniques, in particular mathematical theories, to aircraft 
design has depended greatly upon several fortunate chances: ability 
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to regard the crucial design problem as a two-dimensional one; the 
existence, and practical advantages, of streamline flow; the sharp 
trailing edge of the two-dimensional aerofoil; the ability to derive a 
qualitative understanding of the development of a two-dimensional 
boundary layer under the influence of an arbitrary pressure distri- 
bution; and the ability to calculate the inviscid approximation to a 
streamline flow sufficiently accurately for most practical purposes. 
If any one of these conditions ceased to hold, the gap between research 
and the needs of the engineer might be expected to widen appreciably. 

The kind of problem with which theory can deal successfully looks 
even more specialized when the relation between the two-dimensional 
aerofoil and the three-dimensional wing is examined closely. Theory 
again requires streamline flow to be maintained. But precisely what 
is meant by streamline flow is not quite so clear. In the Lanchester— 
Prandtl theory, it is assumed that the inviscid approximation to the 
flow can be represented as that due to the wing and a vortex sheet 
stretching downstream from its trailing edge. In fact it is usual to 
approximate further, and to consider only a small disturbance theory 
within which it is permissible to place the vortex representation of wing 
and wake in a plane, the span of the wake or trailing vortex sheet 
remaining equal to the span of the wing. This is the theory which 
leads, for wings of large aspect ratio, to the identification of the 
sectional properties of the wing with those of two-dimensional aerofoils 
of the same sections but at different geometric incidences. 

All this is possible because the trailing vortex sheet is taken to 
originate from the whole of the trailing edge of the wing, with attached 
flow round the leading and side edges. For only in this case is the 
sectional flow pattern everywhere similar to a two-dimensional 
streamline flow. But provided that these conditions hold over most 
of the span, the assumption that they in fact hold everywhere may 
still lead to a satisfactory approximation to the flow pattern. And it 
is to a situation of this kind that the success of high aspect-ratio 
unswept wing theory can be attributed. Or so it would seem from 
experimental observations like those of Fage, who found distinct 
concentrations of vorticity close behind the tips of such a wing. 
These would not occur if the theoretical assumptions held everywhere. 
But their breakdown near the wing tips, which leads to the well- 
known tip vortex sheets from separation lines along the tip edges, 
has very little effect on the characteristics of a wing of high aspect 
ratio. 

The formation of the tip vortex sheet, and its increasing signifi- 
cance as the aspect ratio is reduced, will become clearer when the more 
recent studies of slender wings are discussed. It is already evident, 
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however, that the region over which the assumptions inherent in 
classical wing theory might be expected to break down will become 
proportionately larger the smaller the aspect ratio. Yet in spite of this, 
the orthodox extension of the original Lanchester—Prandtl theory has 
been to so-called lifting-surface theories employing precisely the same 
inviscid-flow model, namely one in which the flow is attached round 
the leading and side edges of the wing and a trailing vortex sheet 
originates only from the trailing edge. Such theories admit, in effect, 
that the relation between a section of a three-dimensional wing and an 
equivalent two-dimensional aerofoil becomes increasingly complex 
as the aspect ratio is reduced or the planform departs appreciably 
from the simple rectangular or elliptic shape. But some measure of 
equivalence remains, since the sectional flow pattern retains its two- 
dimensional streamline character. The whole of the finite-span effect 
can no longer be expressed as a change of geometric incidence. The 
actual shape of the equivalent section differs from that of the true 
section. But so long as the sectional boundary-layer development 
is essentially two-dimensional there is some point in retaining the 
concept of equivalence. Unfortunately, however, three-dimensional 
effects in the boundary layer may infiuence both the transition front 
and the stalling characteristics. 


4. The Logical Extension 


In view of the ready formation of the tip vortex sheet, and its 
increasing importance as aspect ratio is reduced, it is not surprising 
that the classical model no longer adequately describes the flow about 
a slender wing. The tip vortex sheet now becomes a leading-edge 
vortex sheet, which readily extends to the apex and dominates the 
flow field. But so long as the leading edges are sufficiently highly swept, 
the observed flow is clearly of the same kind as the observed flow past 
the classical aeroplane. 

There is, in consequence, no obvious reason to suppose that the 
leading-edge vortex sheets could be completely suppressed in all 
flight attitudes. Nor would this necessarily be desirable. The flow is 
quite steady, and the main problem is to make its development 
orderly. 

The suggested solution (Maskell and Weber!) is to make the leading 
edges sharp, so as to fix the separation lines from which the vortex 
sheets originate; and to make them attachment lines at one attitude, 
so as to ensure a regular growth of the vortex sheets from zero strength 
at that attitude. It is also pointed out that at this one attitude, the 
so-called design point, classical wing theory does in fact hold, provided 
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that separation does not occur from the wing surface forward of the 
trailing edge. And the theoretical design methods proposed relate 
solely to this attitude. No theoretical treatment is given of the flow 
with vortices, so that off-design properties must be determined experi- 
mentally*. This, however, is not very different from a good deal of 
two-dimensional aerofoil design. 


5. Conclusions 


If we accept the proposed approach to the design of slender wings 
as a logical extension of the classical method, it would seem reasonable 
to suppose that the generalized design objective is a steady “‘thin-wake”’ 
flow. This means that the boundary layer must be thin almost 
everywhere, and that it must separate from the surface in thin sheets. 
The application of more extensive separation bubbles with reattach- 
ment on to the surface, at high supersonic and hypersonic speeds by 
means of shock systems, requires much further work into the 
mechanism and steadiness of such flows before their practical use can 
be contemplated. Otherwise, the steadiness requirement appears to 
imply predominantly streamwise vorticity in the separated layers. 


And this implies, in turn, highly swept lines of separation, which are 
fixed in the body. 

Evidently, the classical subsonic aeroplane and the slender lifting 
body can both be made to reach these objectives. 
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CALCUL DES PROFILS D’AUBES POUR 
TURBOMACHINES TRANSSONIQUES 
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Sommaire—Un écoulement plan réversible autour de profils constitués 
par des droites et des lignes de jet est défini. L*une des lignes de jet peut 
étre sonique et méme, au prix d’une approximation, faiblement super- 


sonique. 
Le calcul repose sur la détermination préalable de familles de solutions 
des équations de |’écoulement plan d’un fluide compressible. 


1. Introduction 


Le calcul des écoulements transsoniques autour d’obstacles donnés 
est tres difficile car la position des chocs locaux est inconnue. I est 
plus facile de définir des obstacles tels que |’écoulement autour d’eux 
soit réversible et la solution présente plus d’intérét pour le projeteur 
qui doit préférer supprimer les chocs par le choix de tracés convenables. 

Depuis le travail fondamental de Chaplygin' l'étude des écoulements 
réversibles a progressé par les contributions de nombreux auteurs 
parmi lesquels il convient de citer F. J. Frankl*, M. J. Lighthill’, 
S. V. Falkovitch*, 8S. Timotika et K. Tamada‘, P. Germain®, J. Cherry’, 
A. Gilles®’, M. Fenain®, M. Liger?®. 

Toutes les méthodes utilisées exploitent la linéarité des équations 
définissant le potentiel et la fonction de courant 4 l’aide de l’intensité 
de la vitesse et de l’angle d’inclinaison de la vitesse avec une direction 
de référence, qui sont les coordonnées du plan de l’hodographe. 
Toutes les applications portent sur des écoulements dans des tuyeéres 
ou autour de profils isolés. 

Si le calcul des écoulements réversibles est plus facile que la 
détermination d’écoulements avec chocs, il comporte cependant des 
difficultés assez sérieuses provenant, notamment, de défauts d’unifor- 
mité du potentiel et de la fonction de courant dans le plan de 
Vhodographe et de la présence de lignes limites constituant des 
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obstacles a l’intégration du champ physique a partir de l’hodographe. 
I] peut done paraitre présomptueux d’aborder le calcul de l’écoulement 
transsonique traversant une grille d’aubes schématisant l’ailetage 
d’une turbomachine. 

. Cependant, une grille d’aubes sépare le plan en deux régions et 
l'image de l’infini aval dans le plan de l’hodographe est distincte de 
l'image de l’infini amont. au moins si la variation d’intensité de la 
vitesse et la déviation du courant ne sont pas nulles. 

Cette circonstance permet d’éviter l’introduction de singularités 
critiques compliquées pour la définition de certains écoulements 
traversant des grilles, dont il faudra renoncer 4 déduire des écoule- 
ments dans des tuyéres, en faisant tendre vers zéro la déviation, ou 
autour de profils isolés, en faisant croitre indéfiniment le pas. I] est 
méme possible de définir des champs du potentiel et de la fonction de 
courant, uniformes et sans ligne limite dans le plan de l’hodographe. 
L’intégration pour construction du champ physique ne présente plus 
alors de difficulté. 

Les champs d’hodographes jouissant de telles propriétés corre- 
spondent a une classe restreinte d’écoulements réversibles dont l’étude 
ne peut pas donner aux mathématiciens l’occasion de développer 
lanalyse des singularités des phénoménes transsoniques mais qui 
doivent étre trés utiles aux ingénieurs. 


2. Methodes de calcul des grilles d’aubes 


Divers procédés de calcul de profils d’aubes pour turbomachines 
subsoniques ont été développés par l’auteur. I] suffira de rappeler ici 
les plus récents. 

Lorsque l’intensité de la vitesse du fluide est, en tous les points de 
Vécoulement, relativement peu variable autour d’une valeur assez 
nettement subsonique, la loi de compressibilité peut étre remplacée, 
avec une bonne approximation, par celle d’un fluide fictif dont le 
volume spécifique varierait linéairement avec la pression™. I] est 
alors relativement facile de calculer ]’écoulement traversant une 
grille d’aubes dont les profils sont deux angles raccordés par des lignes 
de jet. La ligne de jet d'intrados peut présenter deux points d‘inflexion 
dont les positions sont des paramétres complémentaires du tracé. 
En variante, les points d’inflexion peuvent étre remplacés par des 
maxima de la vitesse sur les cétés des angles mais, pour que le profil ne 
perde pas les avantages attachés 4 une évolution trés progressive de 
l’intensité de la vitesse, caractérisée par le qualificatif de laminaire, il 
est recommandé de limiter le maximum local de vitesse et de ne pas 
user de la variante sur l’angle d’aval ot s’effectue, dans le fluide 
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visqueux réel, une compression responsable d’un épaississement de la 
couche limite ou d’un décollement. 

Dans un mémoire présenté au Congrés de Mécanique de 1946 et qui 
n’a pas été publié, l’auteur attirait l’attention sur des écoulements 
parfaitement réguliers mais dont l’hodographe présentait un point 
critique correspondant 4 un point de |’écoulement ou la vitesse est 
stationnaire. Une singularité de ce type apparait nécessairement au col 
d’un venturi et ne peut étre évitée, dans une grille 4 faible déviation, 
que si les aubes sont extrémement minces!*. Elle préfigure déja, aux 
vitesses subsoniques, la singularité au col d’une tuyere de Laval et 
complique sérieusement la construction de hodographe. Par contre, 
elle peut étre rejetée hors du champ utile si la déviation dans la grille 
est notable et cette circonstance, s ajoutant a la distinction nette des 
images des infinis amont et aval, assure l’uniformité du potentiel et de 
la fonction de courant dans le domaine utile de l’hodographe. 
Eventuellement méme, il peut exister plusieurs feuillets se recouvrant 
partiellement mais il n’est possible de passer d’un feuillet 4 l’autre, 
sans franchir |’image du profil; que par un domaine de genre nul et 
l’uniformisation est facile. Une premiére tentative a été faite par 
l’auteur!?-14 pour définir des écoulements transsoniques appartenant & 
la classe restreinte définie au précédent paragraphe mais, d’une part, 
les angles des profils aux bords d’attaque avaient da étre choisis nuls 
et l’intérét pratique des grilles d’aubes définies était limité, d’autre 
part, l’existence éventuelle de lignes limites pour les vitesses trans- 
soniques n’avait pas été discutée. 

L’objet du présent mémoire est la définition d’écoulements 
réversibles de la classe restreinte, traversant des grilles d’aubes dont 
les profils sont constitués par des angles finis raccordés par des lignes 
de jet. Aucune simplification n’est apportée a la loi de compressibilité 
du fluide qui n’est d’ailleurs pas explicitement précisée. En contre 
partie, la présence de points d’inflexion sur la ligne de jet ou de 
maxima de la vitesse sur les cétés des angles est exclue. Les profils 
dépendent done d’un moindre nombre de paramétres que ceux qui 
ont été étudiés pour les écoulements subsoniques. 

D’autre part, le calcul ne sera effectué avec rigueur que si la vitesse 
sur la ligne de jet d’extrados est au plus sonique. La discussion 
d’existence des lignes limites oblige en effet 4 compliquer le contour de 
l’hodographe, image du profil, par deux caractéristiques de raccorde- 
ment lorsque la vitesse devient supersonique sur la ligne de jet 
d’extrados. Le calcul exact de la correction, trés faible lorsque la 
célérité du son est légérement franchie par la vitesse du fluide sur la 
ligne de jet d’extrados, serait trés compliqué. 

Il faut observer que le souci de limiter la complexité du calcul 
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impose déja aux profils transsoniques schématiques, qui sont seuls 
étudiés, une recompression, réversible mais rapide, au voisinage du 
raccordement de la ligne de jet supersonique d’extrados 4 l’angle du 
bord de fuite. Cette recompression est linverse d'une détente de 
Prandtl-Meyer. Le caractére laminaire du profil serait compromis si 
le calcul était effectué, avec une correction plus élaborée, pour une 
vitesse supersonique exagérée sur la ligne de jet d’extrados. 


3. Principe du calcul de l’ecoulement 


Les profils, qui seront étudiés, sont représentés sur la Fig. 1. Le 
contour de l’hodographe, image de |’un des profils, est >hexagone 


rectangle représenté sur la Fig. 2, l’abscisse o.est une fonction 




















Fic. 2. 


décroissante de ]’intensité de la vitesse et w est l’angle de la vitesse 
avec le plan de la grille. 

Aux cétés de l’angle dont le sommet est le bord d’attaque corres- 
pondent deux demi-droites caractérisées par les inclinaisons wz — dg 
et we + dy. Aux cétés de l’angle dont le sommet est le bord de fuite 
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correspondent les deux demi-droites caractérisées par les inclinaisons 
Ws — bg et wy + ds. Enfin aux deux lignes de jet correspondent les 
segments situés par les valeurs a,, et a3, de o, fonction convenable de 
la vitesse pour que les équations portant sur le potentiel g et la 
fonction de courant y prennent les formes classiques: 


KG) Yao = Pa Yo = —Pu 
Les fonctions o et k(c), nulles lorsque l’intensité de la vitesse est 
égale a la célérité du son et négatives dans le domaine supersonique, 
sont des fonctions de lintensité V de la vitesse, dépendant de la loi de 
compressibilité qu’il est inutile de préciser ici. I] suffit que les deux 
familles de solutions fondamentales de Chaplygin: 


{ y, = @,(¢,4) sin dw ‘py, = @,(0.4) sin Aw 


P, €, (0,4) cos Aw : €o4(a,A) cos Aw 
puissent étre facilement tabulées. 

Les fonctions @, et @, sont les deux solutions indépendantes de: 

€, — k(c) € = 0 
qui se comportent respectivement comme exp [—Ac] et exp [+Ao] 
pour A réel positif lorsque o tend vers l’infini par valeurs positives, 
la fonction (co) tendant alors vers un. 

Les solutions correspondant 4 des valeurs imaginaires de / ne 
seront pas utilisées par la suite. 

Si le fluide est un gaz parfait 4 chaleurs spécifiques indépendantes de 
la température, les fonctions @, et @, s’expériment a l’aide de 
fonctions hypergéométriques. 

La généralisation aux écoulements transsoniques étant réservée 
pour plus tard, il est supposé provisoirement que o,, correspond a 
une vitesse au plus sonique. Pour les valeurs de o légérement 
supérieures a o,, c est-a-dire pour les lignes de courant voisines de 
la ligne de jet d’extrados, les fonctions g et y, prolongeables par 
symétries autour des cétés du contour de l’hodographe paralléles a 
l’axe des o et des images de ces cétés dans les symétries, peuvent étre 
représentées par des séries de fonctions de Chaplygin correspondant & 
des valeurs réelles du paramétre /: 

2 
y = > 4,[C2(6m,MAy)E1(0,Nh9) — C(O msMAq) $o(o,NAg)] 


n=l 


sin [n/A,(w — we + dz)] 
(GNA) — Gy(Om,NAg) $o,6(F,%Ap)] 


cos [nA,(w — wy + dz)] 
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ou 
Ap(®g + 6g —Oep + O67) = 7 

Ces séries cessent de converger lorsque o atteint la valeur corre- 
spondant 4 la vitesse 4 l’infini amont ou a | infini aval mais des séries 
de méme forme, avec des coefficients différents, sont valables dans 
l’intervalle de ces deux valeurs de o. Une troisiéme série de méme 
forme est valable lorsque o est compris entre la plus grande des 
valeurs correspondant aux infinis aval et amont dune part et o,, 
d’autre part. 

Enfin, si ¢ est supérieur 4 0), deux séries de fonctions de Chaplygin. 
du type @, et de périodes 26, et 265, sont respectivement valables 
dans les deux régions de l’hodographe comprises entre les branches 
infinies du contour. 

Il a été supposé que les vitesses a | infini aval et a l’infini amont 
étaient toutes deux comprises entre o,, et o,, mais cette restriction, 
sans inconvénient pratique, n’a rien d’essentiel et pourrait étre 
facilement levée. 

Les cing séries de fonctions de Chaplygin définissant la solution de 
principe ci-dessus, doivent étre raccordées. Elles convergent trés 
lentement au voisinage des singularités. I] est alors préférable de 
définir de nouvelles familles de solutions des équations de l’écoulement 
plan du fluide compressible, ayant déja une partie des singularités des 
solutions utiles, et de les substituer aux fonctions de Chaplygin dans 
les développements en série. 

Les nouvelles solutions auxiliaires sont elles-mémes définies par 
des séries de fonctions de Chaplygin mais les difficultés ont été 


divisées. 
4. Approximation analytique 


Lorsque o,, est tres grand, l’écoulement est trés voisin de celui 
d’un fluide incompressible et la somme g + iy est approximative- 
ment une fonction analytique de § = o + iw (Fig. 3) 
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Pour le type de contour étudié, les prolongements analytiques de 
cette fonction dans les symétries par rapport aux cétés paralléles a 
l’axe des o admettent respectivement les périodes: 


2(Wg + bg sis Or ag Ox); 20m; 255 


Ils peuvent done étre développés en séries de Fourier, c’est-a-dire, 
soit en série de Laurent pour la variable exp [Agé], soit en séries de 
Taylor pour les variables exp [ —(7&/6,,)] ou exp [—(7&/6:)]. 

La régularité des solutions cherchées aux images des bords d’attaque 
et de fuite interdit en effet d’envisager un développement en série de 
Laurent pour les deux derniéres séries. 

Si, dans de telles séries, les termes exponentiels sont remplacés par 
des fonctions de Chaplygin, chacune d’elle définit une solution exacte 
des équations de l’écoulement plan d’un fluide compressible. 

I] n’est pas important pour l’instant que ces solutions cessent 
d’étre les prolongements analytiques d’une méme fonction. En 
outre, pour la définition de fonctions auxiliaires utiles 4 ]’étude du 
comportement de » et y lorsque o est supérieur 4 oj, ou légéerement 
inférieur a cette valeur, il n’y a pas 4 s’encombrer des fonctions 
elliptiques qui s’introduisent dans l’expression de l’approximation 
analytique de » + ty, valable lorsque les vitesses sont faibles et qui 
tiennent compte de singularités aux extrémités du segment o = o, 
I] suffit de construire des solutions exactes des équations de |’écoule- 
ment du fluide compressible 4a partir d’une fonction analytique 
présentant les singularités convenables dans la région étudiée. Par 
exemple, la fonction «(¢), représentée sur la Fig. 4, fait classiquement 
correspondre par transformation conforme le contour pentagonal 
contenant les cétés du contour de l’hodographe, a l’exception de 
¢ =<@,,, 4] intervalle entre deux droites paralleéles. 

La fonction inverse (x) est définie dans tout le plan de « par 
ses singularités (Fig. 5). 


=(é =, Oy seed 1W x aac 1b) = (We 


— a 
rin et ain + dg In joie a see )] 


h(u’ + ta) ch (uw + ta)J 


Les paramétres u et «’ doivent étre tels que &, = 0 pour « = 0 et 


= 26, th uw’ + 26, coth uw 
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Une famille simplement définie de fonctions analytiques, réelles sur 
la fraction du contour de l’hodographe étudiée, et réguliéres dans ce 
contour, est constituée par cos (2p«) ot p est un entier. Elle est une 
suite ordonnée de fonctions présentant un pdle d’ordre p a l’infini 
du plan «, c’est-a-dire en dehors du contour de |’hodographe. 


at Ss. 
~~] > 



































Fig. 4. 


5. Developpements de l’approximation analytique 


Conformément au procédé indiqué au précédent paragraphe, il va 
étre possible de construire des solutions exactes des équations de 
écoulement du fluide compressible en développant les fonctions 
auxiliaires cos (2pa) au voisinage des trois points a Jinfini du 
pentagone rectangle. 

Pour le point 4 ]’infini vers les valeurs négatives de co, la variable est 
exp [A)¢] ou, 4 un facteur prés: 


nc exp [Ao (g ron aes Wp — 10x) | 


= exp [2ia] 


sh (ia — a E (u — ia) ) =e 


sh (ta + pu’) 


j 


ch (u + a 


Grace a |’élimination des singularités pour o = o,, il n’y a plus a 
envisager un développement en série de Laurent. La fonction 
cos (2px) présente un pole d’ordre p en t = 0 et t? cos (2pa) est une 
fonction réguliére de ¢ développable en série de Taylor pour o < oy, et 
lt] <1. 

Les coefficients sont, a une factorielle prés, les dérivées successives 
de t? cos (2pa) par rapport 4 ¢t, calculées pour ¢ = 0. Ils peuvent étre 
calculés explicitement, bien que les formules se compliquent rapide- 
ment lorsque l’ordre de dérivation croit: 


a) 


t? cos (2pa) = > A,t” 


n=0 
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La fonction est réelle pour ¢ réel et les coefficients A, sont réels 
La fonction de courant correspondant a cos (2px) est done: 
2 

A . 
pe (t"-? ™! t"—P) 


n=0 22 


x 
=- >A, exp[(n — p) A (o 
n=0 


o4,)| sin[(m — p)Ay (Ww — Oe + Og)]) 


et une premiére famille de solutions exactes des équations du fluide 
compressible est définie par: 


€,(o, (p -- n) 


he 


a= — sin [(p 
64(Oy,; (p a )Ag) 





N) Ay(@ — OF -- Ox)] 


xn G ‘ 4 
‘a oa 6 (0, (m I) ho 


az —~ sin [(n 
6 (Oxy, (7% — P) Ao) 





P) ho 7) 
n=p+l 


- Op + Op)] 
La formule correspondante pour le potentiel g, est obtenue par 
dérivation en o et intégration en w. 

Dans |’intervalle des branches infinies du contour pentagonal dont la 
distance est d,, la fonction cos (2p) est réguliére en exp (—7&/d,) ou 
encore en: 
ti = exp [— (7/On)(E eT ide) | mo Py Agdg 
Elle est développable en série de Taylor avec la variable t’, convergente 
pour o > o,, et |t'| < 1. 


Les coefficients sont. a une factorielle pres, 
les dérivées calculées pour ¢’ = 0, de cos (2px) par rapport a ?t’: 


cos (2p) 
Les coefficients 4,’ 


4,’ sont réels et la fonction de courant correspon- 
dante est: 


ae t”) 
> A 


n exp 
1 


" 
| Nit | 
|= (@ —_ Or ai Ox) 
LOR 
Une seconde famille de solutions exactes pour l’écoulement du fluide 
compressible est donc: 
x 
ma 3 
n= 


(wow — Wp 32) 
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et le potentiel correspondant ¢,’ s’en déduit par dérivation en o et 
intégration en o. 

Le calcul est identique pour |’intervalle des branches infinies 
distantes de og. La variable est: 


“ 
| 
| 
| 


| — > = On — We se 10g) 
L #05 


t” = exp 


et le développement de cos (2pa) en série de Taylor est effectué au 
voisinage de t” = 0. Il est convergent pour o > oy, et |t”| << 1. La 
substitution de fonctions de Chapygin aux exponentielles fournit des 
solutions exactes des équations du fluide compressible: y,” et ¢,”. 

L’avantage des solutions de chacune des trois familles définies au 
présent paragraphe sur les fonctions de Chaplygin a l'aide desquelles 
elles sont calculées est de tenir compte des singularités aux images des 
extrémités de la ligne de jet d’intrados et d’étre réelles sur le contour 
de l’hodographe sauf sur le cété ¢ = o,. Cette derniére propriété sera 
trés utile par la suite. 


6. Raccordement des solutions 


D’aprés leurs définitions, les fonctions y,, y,’, y,” du précédent 
paragraphe sont toutes trois égales 4 la partie réelle de —7 cos 2pa 
pour o =o,,. Par contre, les fonctions 9,, 9,’, y,” different de la 
partie réelle de cos 2px et different entre elles pour o = oy,. 

Pour éviter de résoudre le probléme de raccordement au moment du 
calcul de la fonction de courant et du potentiel correspondant a 
Vécoulement étudié, il est utile de raccorder les trois solutions 
précédentes en leur apportant des corrections. 

Les corrections doivent rétablir la continuité de g sans altérer la 
continuité de y. Elles doivent aussi assurer la continuité de toutes les 
dérivées de y et y par rapport 4 o mais les relations entre les dérivées 
premieres de » et y montrent que la continuité de ces fonctions 
entraine la continuité de toutes leurs dérivées. 

La singularité a la jonction en ¢ = o,, des solutions homologues de 
deux familles est de méme nature qu'une distribution de tourbillons, 
altérant la continuité du potentiel sans compromettre la continuité 
de la fonction de courant. Il est done indiqué de faire dériver de 
nouvelles solutions exactes d'une fonction analytique représentée par 
un tourbillon en un point de l’un des segments o = oy, intérieur au 
contour de | ‘hodographe. 

Un probléme préalable est de tracer dans le plan de la variable « les 
homologues de ces segments o = oy. 

Ce probléme peut étre résolu par calcul numérique. II suffit de 
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faire varier la partie réelle de « a partie imaginaire constante pour 
rechercher, par balayage, des valeurs de « pour lesquelles ¢ = oy,. Le 
probleme peut étre résolu également a l’aide d’un des développements 
en série de « en fonction de?, t’ out”. Ces séries sont malheureusement 
toutes trois 4 leur limite de convergence pour o = oj, et la seconde 
solution, plus élégante, est pratiquement inférieure a la premiere. 

De toutes maniéres, le probleme préalable ne présente pas de 
difficulté de principe et sa solution permet d’aborder la définition 
de fonctions de correction assurant le raccordement des familles de 
solutions de l’équation des fluides compressibles qui dérivent de 
approximation analytique. 


7. Fonctions de correction 


La fonction analytique #() correspondant a un tourbillon sur l’un 
des segments o = oj, intérieur 4 l’hodographe (Fig. 6) est définie 


paramétriquement par sa transformée f(x) dans le plan de « (Fig. 7). 


Ala) 


nal (eae 
aad ™ 





























Fra. 6. NIG. 7. 


Cette derniére est déterminée par ses singularités dans tout le plan de «: 





2 
Pp 


; sin (« — a, — ta,;) sin(« + a, + %2,) 
= —tln 


Lsin (a — a, + ta,) sin(x + «, — ta,) 


ou a, + ta, est homologue dans le plan de « du centre du tourbillon. 

I] est inutile de reprendre ici le détail des calculs de l’avant dernier 
paragraphe. Les fonctions A(t), A(t’), B(t”) sont uniformes et réguliéres 
lorsque |¢|, |t’| ou |t’| sont inférieures 4 un. Les développements en 
séries de Taylor de ces fonctions sont des développements en séries de 
Fourier pour la partie réelle de if. La substitution de fonctions de 
Chaplygin {¢,(¢,4)}/{@,(o5,,4) } et {@,(0,4) }/{@_(o,,4) } respectivement 
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aux fonctions exp[—A(o — oy,)] et exp[A(o — oy,)] définit deux 
solutions exactes des équations de l’écoulement du fluide compressible 
Yo Yo: Yo. La dérivation de ces solutions par rapport 4 a, suivie 
d’une intégration par rapport a w, détermine les potentiels corre- 
spondants Gp, Y»' et Go’. 

Les fonctions y, et yp’ ou yy et yy” sont égales pour o = oj, mais la 
différence dg) = % — % OU 6%) = % — Yo nest pas nulle pour 
cette valeur de o. 

Si la détermination du logarithme dans l’expression de f est 
précisée par une coupure constituée par le segment de droite o = oy, 
compris entre le centre du tourbillon d’affixe o,, + iw, et le contour 
de l’hodographe rencontré dans le sens des w croissant, la différence 
Og, est petite sur o = oj, en dehors de la coupure, aussi bien dans 
l’intervalle des branches infinies distantes de 6, ou dg ot se trouve 
le tourbillon que dans le second intervalle des branches infinies. Un 
choix des constantes d’intégration qui s’introduisent dans le calcul de 
Vo: Pos Yo» & partir de yo, Yo’, Yo’ permet en outre d’annuler dg, au 
centre du tourbillon. La différence dg, subit une discontinuité 
bP; Voisine de 27, au franchissement du centre du tourbillon et reste 
voisine de dy%) sur Ja coupure. 

Une correction par approximations successives raccordant la 
solution y,, y, aux solutions de méme rang y,’, g,'’ et y,”, ¢,” est 
alors la suivante. 

Soit 69, = 9, — y, ou 69, = ¢, — @,” | écart entre les potentiels 
des solutions raccordées sur l’un ou l’autre des segments o = on 
intérieurs a l’"hodographe. Usant encore des constantes d’intégrations, 
il est possible d’annuler é6y, pour w = we — bg et w = wg + dg. 

La premiere correction néglige dg, ou le confond avec dy, suivant 
que le point considéré est extérieur 4 la coupure ou sur la coupure. 

Une nouvelle solution exacte est définie, pour o < oy, par: 


] d 


Yap = Vp -|—— Fon, bP a(n) ¥o(o,,07) dw, 


] d 
Var =P +|—— in. [69,(@7)]¢9(,0,@7) dw 


ot |’intégration est faite sur les deux segments de o = oy, intérieurs a 
Vhodographe. 
De méme, deux nouvelles solutions exactes y,,', Ye, et Vey’: 
Py, sont définies par les formules ci-dessus aprés substitution a 
, de wy.’ >! "Th ’ ou de w.” , nv  * a>. 
Vo Po Yor Po Yo> Pn» Yo> Po Yo > Pn» Yo Po- 
Les fonctions y,,’ et y,,’ restent égales & y,, pour o = oy, 
chacune sur un segment de raccordement. Par contre l’écart 
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~_ 


” 


OPe> = Pap — Yup Sur l'un des segments 08 d9,, = Py, — Yep SUF 
lautre segment n’est pas encore annulé: 
OPxy = ae 5—L5p,(n)]6'90 dip 
J P(r) dor 
oli 6’g représente dy, en dehors de la coupure et dy) — do, sur la 
coupure. L’écart ne serait done annulé que si dg, était constant de 
part et d’autre du tourbillon. [J est au moins sensiblement réduit. 

La correction peut étre répétée plusieurs fois jusqu’a ce que l’écart 
entre les valeurs corrigées de y,’ ou gy,” et la valeur corrigée de , 
devienne négligeable. 

Lorsque ce résultat est obtenu, les fonctions y,, y,’, y,” corrigées 
sont les prolongements dans trois domaines d’une méme fonction qui 
différe de la fonction y, initiale mais peut encore étre désignée par y, 
pour allégement de l’écriture. Le potentiel correspondant peut aussi 
étre désigné par y,. Il correspond 4 la limite commune des fonctions 
Vp Pps Y, corrigées par approximations successives et représente 
aussi une seule fonction dans les trois domaines. 

Les développements en série nécessaires au calcul de premiére 
approximation et des corrections sont lentement convergentes 
lorsque o s approche de oj, ou l’atteint. Cette difficulté apparait a 
peu pres inéluctable. I] était préférable de s’en accommoder pour les 
fonctions auxiliaires, relativement simples, que de l’aborder au 
moment du calcul du potentiel et de la fonction de courant de 
l’écoulement traversant la grille d’aubes. 

Les fonctions auxiliaires, établies pour une valeur de oj, peuvent 
en outre étre utilisées au calcul de grilles correspondant a des valeurs 
variables de o,,, parameétre qui fut éliminé de la tabulation des 


fonctions auxiliaires. 


8. Construction de l’Hodographe 


Le potentiel ¢ et la fonction de courant y de l’écoulement traversant 
la grille d’aubes sont singuliers aux images o_,, @_» et J.» Wi» de 
l’infini amont et de l’infini aval de la grille. 

Pour les valeurs de o comprises entre o,, et la plus faible des valeurs 
G_~ eto, », ilest suffisant de représenter g et y par les développements 
en séries de fonctions de Chaplygin données au paragraphe 3, 
dépendant de coefficients @,. 

Pour les valeurs de o supérieures a la plus grande des deux valeurs 
J_x et o.~, les fonctions y et y peuvent étre développées en séries de 
fonctions 9,, y, corrigées définies a la fin du précédent paragraphe: 


y=) dy, P= + 2D d9, 


p=1 p=1 
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La constante g, n'est pas indifférente. Elle devra étre mise en 
harmonie avec la constante gy, du développement du paragraphe 3 
mais la différence g,’ — gv, est seule importante car la graduation du 
potentiel est définie 4 une constante pres. 

La représentation de g et y pour les valeurs de ¢ comprises entre 
C_». et o,.. n'interviendra pas dans le calcul des coefficients a, et 4. 
Ce calcul supposera toutefois que les fonctions ¢ et y, définies hors de 
cet intervalle, sont raccordables analytiquement par |’intermédiaire 
du domaine dans lequel aucune des représentations par les séries 
choisies n’est significative, faute de convergence. 

I] faudra ultérieurement étre en mesure de calculer @ sur le contour 
de l’hodographe dans |intervalle entre o_,, et o,.. pour l’intégration 
nécessaire au tracé des aubes mais ce calcul n’exigera pas de prolonge- 
ment analytique compliqué de l’une ou |’autre des représentations 
définies hors de ]’intervalle. Comme dans le cas des profils a angles 
nuls au bord d’attaque et au bord de fuite, chacune des séries se 
décompose en deux séries dont les limites de convergence sont 
respectivement o_,, et o.... Le raccordement des représentations dans 
l’intervalle de ces valeurs est donc facile et le probléme essentiel est 
bien de définir g et y hors de l’intervalle avec la garantie que les 
définitions sont raccordables. 

La simplification constatée peut étre interprétée géométriquement. 
Lorsque les lignes de jet sont calculées, les tangentes en leurs extrémi- 
tés sont définies et leurs positions relatives sont déterminées, a une 
translation prés de l’extrados par rapport a |’extrados, par les angles 
au bord d’attaque et au bord de fuite. La translation elle-méme est 
fixée car le calcul de l’intrados, ot o reste partout supérieur a o_, et 
C.«, n exploite pas les valeurs du potentiel dans | intervalle entre ces 


limites. 
Le calcul des coefficients a, et ), est fondé sur la propriété de la 


différentielle: dicen paket 4 
d’étre exacte si g et y d’une part, y’ et y’ d’autre part sont solutions 
continues et uniformes des équations de |lécoulement du fluide 
compressible. L’intégrale de cette différentielle sur le contour de 
V’hodographe est donc égale a son intégrale sur un lacet enfermant les 
singularités de ¢ et y, si y’ et y’ n’ont pas de singularité a | intérieur de 
l’hodographe. 

Les fonctions ¢ et y peuvent correspondre a |’ écoulement traversant 
la grille. Toutefois, elles ne sont pas uniformes et un artifice est 
de calculer l’intégrale de dy sur un circuit limitant le domaine 
constitué par l’hodographe et son symétrique par rapport a la droite 


= Wr — On. 
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Les fonctions gy’ et y’ peuvent étre, soit les fonctions de Chaplygin du 
type ©, et de périodes sous multiples de 2(ws + dg — wy + dz), soit 
les fonctions ¢, et y, corrigées du précédent paragraphe. 

L’intégration le long du lacet enfermant les singularités de et y qui 
sont les images des points 4 l’infini de |’écoulement traversant la 
grille et leurs symétriques par rapport 4 la droite w = wy, — dg ne 
présente pas de difficulté et il est inutile de reprendre ici le calcul fait 
pour les aubes a diédres nuls au bord d’attaque et au bord de fuite. 

L’intégration le long du contour de l’hodographe doublé, le long 
duquel y = 0, est simplifiée: 

dy = p dy’ 
en outre y’ est nul sur la droite w = wy + dg, ce qui élimine les 
valeurs de » dans I’intervalle entre o_, et o. o. 

Le calcul est plus compliqué que pour les aubes 4 diédres nuls au 
bord d’attaque et au bord de fuite car la suite des fonctions @, et la 
suite des fonctions », corrigées ne sont pas orthogonales. 

Pratiquement toutefois, la complication n’est pas grande car les 
suites sont presque orthogonales et peuvent étre supposées telles en 
premiere approximation. Le calcul de l’intégrale de dy pour une 
fonction @, et une fonction y, de méme rang fournit alors deux 


relations entre les coefficients a, et b, des deux séries définissant » de 
part et d’autre de l’intervalle entre c_,, eto. ,, et définit ces coefficients 
en premiére approximation. Un second calcul, laissant a, et 5, 
inconnus mais retenant pour les termes des autres rangs la premiére 
approximation, fournit une seconde approximation etc. 


9. Images des Infinis 


Dans le précédent paragraphe, il est supposé que les images des 
infinis amont et aval sont données ainsi que le comportement du 
potentiel et de la fonction de courant au voisinage de ces points. 

I] est inutile de reprendre ici les caleuls développés dans de 
nombreux mémoires antérieurs mais il est important d’observer que 
les vitesses & |’infini amont et 4 l’infini aval ne sont pas indépendantes 
et fixent le comportement du potentiel et de la fonction de courant au 
voisinage des images des points a |’infini dans le plan de l’hodographe. 

Tout d’abord, la conservation de débit doit étre satisfaite pour que 
l’intégration du profil n’améne pas a le prolonger a l’aval par un 
sillage d’épaisseur positive ou négative, sans interprétation physique 
dans le second cas, incompatible avec la reversibilité dans le premier. 
La condition de conservation du débit établit une relation simple 
entre les intensités des vitesses caractérisées par o_. et 0, ~, et les 
inclinaisons des vitesses mesurées par w_, et Wi. Cette relation 
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permet de calculer explicitement w_, ou w., en fonction des trois 
autres grandeurs. 

D’autre part, pour l’hodographe étudié, le courant doit recoller au 
bord de fuite et cette condition impose une relation complémentaire 
trés compliquée entre ¢6_ 4, G40, W@W «2, ®,~ qu il n’est pratiquement 
possible de résoudre que par tatonnements en faisant varier par 
exemple o_,, et calculant la valeur correspondante de w_. pour des 
valeurs données de co., et w.,. La recherche de la solution est 
simplifiée si un aubage pour écoulement hautement subsonique de 
caractéristiques voisines a été calculé au préalable. 

En outre, une premiére approximation étant établie, une formule 
de dérivation par rapport au paramétre o_ ,, peut définir une correction. 


10. Ecoulements Transsoniques 


Si la valeur minima de oa, qui est o,,, est positive ou nulle, tout 
écoulement est subsonique. II] n’y a pas de difficulté 4 tracer le 
profil 4 partir du champ de l’hodographe et méme, si nécessaire, a 
tracer les lignes de courant et les équipotentielles. 

Si o,, est négatif, la ligne de jet d’extrados est supersonique et 
l’écoulement est transsonique. I] est toujours admis que les vitesses a 
V’infini aval et a ]’infini amont sont subsoniques et cette restriction est 
essentielle. Le comportement de » et y au voisinage des images des 
infinis n’est assez simple pour étre introduit dans les calculs du 
précédent paragraphe que si o_,. et o, ., sont positifs. 

Cette restriction ne suffit pas pour que le champ de I|’hodographe 
soit intégrable. Si en effet la forme du contour était conservée, les 
lignes de courant voisines des angles droits aux extrémités de l'image 
de la ligne de jet d’intrados seraient nécessairement tangentes a des 
caractéristiques distinctes et le lieu des points de contact constituerait 
une ligne limite. 

D’un autre point de vue cette allure du contour de l’hodographe 
signifierait que la vitesse du son est franchie sur les segments recti- 
lignes d’extrados et il est bien connu que ceci n’est possible que si les 
fonctions g et y sont multiformes. I] est done a priori exclu de 
trouver une solution uniforme de la classe restreinte étudiée dans le 
présent mémoire. 

La difficulté peut étre levée par un artifice. Les prolongements des 
droites w = wy — dpetw = Wy + dg sont remplacés par des trongons 
de caractéristiques tangentes 4 ces droites aux points sonique et 
présentent leur concavité vers lhodographe. La variation de @ est 
nulle sur ces caractéristiques et le profil reste constitué uniquement 
par des droites et des lignes de jet. 


8 
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Toutefois, le calcul de |’hodographe établi pour un contour polygonal 
cesse en principe d’étre valable et cette derniére difficulté doit étre 
levée par un artifice complémentaire. 

Le plus élaboré de ces artifices comporterait la définition de 
nouvelles fonctions de correction constituées pour le champ de 
sources situées sur les segments rectilignes remplacés par des 
caractéristiques. I] faudrait ensuite distribuer de telles sources sur 
ces segments pour écarter les images des lignes de courant jusqu’aux 
caractéristiques. 

Un procédé beaucoup plus simple et suffisant si o,,, négatif, reste 
petit, consiste en l'utilisation du champ de l’hodographe calculé pour 
le contour polygonal avec simple remplacement par des caractéristique 
des segments des droites w = wy — dy et w = wg + bg pénétrant 
dans le domaine supersonique par des caractéristiques. Cette substi- 
tution est faite avant intégration du champ de l’hodographe. La 
variation de gy, entre les deux extrémités d’un troncgon de caractéristi- 
que est du troisieme ordre par rapport a oa,, et peut étre négligée. 
Les caractéristiques elles-mémes sont quasiment indiscernables des 
segments de droites qu’elles remplacent. 


Conclusions 


Le caleul d’un écoulement transsonique réversible a la traversée 
d’une grille d’aubes est trés compliqué mais il est abordable a l’aide 
des machines a calculer modernes. [] ne peut pas conduire 4 des 
modifications considérables du tracé des aubes adaptées a un écoule- 
ment hautement subsonique et ces modifications peuvent paraitre 
mineures auprés des corrections complémentaires qu’il faut faire pour 
tenir compte des effets de la viscosité dans les couches limites, auprés 
des limitations de précision imposées par |’usinage, et = des effets 
perturbateurs tridimensionnels dans les machines. 

Néanmoins, la définition d’une référence correcte est tres précieuse 
pour la recherche et contribue aux progrés de la mécanique des 
fluides et des sciences aéronautiques. I est done souhaitable qu’un 
organisme ou une grande Société, intéressé aux turbomachines et 
disposant de puissants moyens de calcul, aborde le tracé d’aubes 
transsoniques par la méthode exposée ci-dessus ou, si possible, par 
une méthode plus simple et non moins exacte. 
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LA THEORIE DES ECOULEMENTS A POTENTIEL 
HOMOGENE ET SES APPLICATIONS AU 
CALCUL DES AILES EN REGIME 
SUPERSONIQUE 


par M. FenaIn 


O.N.E.R.A., Chatillon sous Bagneux, Seine, Paris. 


Introduction 


Généralisant la théorie des écoulements coniques due a A. Buseman, 
P. Germain élaborait, en 1949, la théorie des écoulements a potentiel 
homogéne!®. Aprés lui, et par des méthodes différentes, d’autres 
auteurs y apportérent leur contribution®?-4-70-19, 

Cette théorie a fait, depuis, l’objet de nombreuses applications dans 
des domaines les plus variés. 

Restant fidéle aux méthodes de P. Germain nous reprenons ici les 
généralités concernant la théorie des écoulements a potentiel homo- 
géne et nous traitons, essentiellement et d’une maniére systématique, 
les écoulements dits élémentaires pour lesquels les données aux 
limites sont polynomiales, que ces données portent sur la géométrie de 
l’aile ou sur la répartition de pression, que le probléme soit celui de 
lobstacle sans épaisseur ou de l’obstacle épais, que les données soient 
paires ou impaires en envergure. 

Cette étude des écoulements élémentaires, que nous avons voulue 
synthétique, est d’autant plus importante quelle conduit a des 
formules connues a l’avance quel que soit le degré d’homogénéité des 
polynémes constituant les données. Ces formules qui se présentent 
sous forme récurrente rendent particuli¢rement service a l'utilisateur. 

Nous illustrons par quelques exemples, repris en général de 
mémoires cités, les méthodes de combinaison des écoulements 
élémentaires. 


Notations 


coordonnées trirectangulaires d'un point de l’espace 
vitesse de l’écoulement non perturbé 
nombre de Mach de |’écoulement non perturbé 
Vv (M,* ~~ 1) 
potentiel de perturbation 
26 
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wre ux 
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to 


B(p.q) 


CP, = m!/{p!(m — p)!} 


m 
(Qn — 1)! 
(2n)!! 


K 


vecteur vitesse de perturbation 
composantes de V 

4/ (25? rT %_) 

arctg (%4/%») 

x4/Br 
arg Ch x 
en? ef? — 
x + iy = 2Z/(1 + Z?) 

angle d’ouverture = complément de langle de fléche 
du bord d’attaque 

tey 

‘ 


he 
pT 


(x > 1) 


16 
pe 


9 


—};”2 =} — Z% 
s+it avec z =ksn(a,k) 

sgn ty = |x4)/¢, 

Q, u, v, w de l’écoulement homogéne de degré n 
( I*—1e,,)/( da? —2—€ ax") 

(9 ~49,)/( dat —-*-" ax,") 


longueur de référence 
x,/L. 
X/L 
longueur de la corde médiane 
coefficient de pression 
coefficient de pression correspondant a ]’écoulement 
homogéne de degré n 
coefficient de portance locale 
coefficient de moment de tangage local par rapport & 
laxe des 2, 
coefficient de portance 
coefficient de moment de tangage par rapport a 
laxe de 2, 
coefficient de trainée 
coefficient de trainée due a la singularité de bord 
d’attaque 
intégrale eulérienne de premiére espéce 
coefficient de la formule du binédme de Newton 
io. 0...(an=—1) 

why os unos nel 

dg 

/ (1 — k* sin? ¢) 





intégrale elliptique com- 
+ 0 
pléte de premiére espéce 
K(k’) 
a/[2 
V(1 — k’* sin? ¢) dg intégrale elliptique compléte 
0 
de deuxiéme espéce 
se rapportant a l’extrados 
se rapportant & |’intrados 
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Abréviations 


Probléme d’épaisseur 

Probléme de portance 

Probléme inverse 

Probléme direct 

Probleme direct d’épaisseur 

Probleme direct de portance 

Probléme inverse de portance 

Probléme inverse d’épaisseur 

Probleme antisymétrique direct de portance 


I. Généralités 


I.1. Hypotheses générales—Systéeme d’axes 


Les hypotheses générales portant sur la nature du fluide, sur les 
forces agissant sur lui et sur |]’écoulement sont les suivantes: On 
suppose: 

1°—que le fluide est parfait, cest-a-dire sans viscosité ni con- 
ductibilité thermique, 

2°—que les forces de masse sont négligeables, 

3°—que l’écoulement est permanent et trrotationnel. 

I] résulte immédiatement de 3°, d’une part qu’il existe un potentiel 
des vitesses ®, d’autre part que /’ écoulement est isentropique. 


Systeme d’axes 


L’étude de l’écoulement autour d’un corps en mouvement se fera 
dans un systeme d’axes trirectangulaires Oz,, Ox,, Ox, liés 4 ce corps 





Fie. 1. 


(Fig. 1). L’axe Oz,, caractérisé par le vecteur unitaire i, et le vecteur 
vitesse 4 ]’infini amont U,i, seront supposés paralleles et de méme sens. 
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1.2. Hypothéses de linéarisateon 


1.2.1. Notations—Définitions 
Les hypothéses générales sont complétées par les hypothéses de 
linéarisation qui reviennent 4 admettre quen tout point du fluide le 
recteur vitesse U est a peu pres équipollent au vecteur U gi. 
On pose 
U = grad ® = U (i + V) 
V = grad ¢ 
soit encore 
® = U(x, + ¢) (1.1) 
ot V et ¢g, appelés respectivement vitesse et potentiel de perturbation, 
sont dus 4 la présence d’un obstacle. L’écoulement de vitesse Ui est 
dit non perturbé. 


1.2.2. Conséquences 

Les vecteurs U et U,i étant presque équipollents il en résulte que: 

1°—u, v, w, composantes de V sur Oz,, Ox,, Ox, sont des quantités 
petites par rapport a l’unité. 

2°—]’on ne peut envisager que des obstacles tels que le plan tangent 
(dans lequel est situé U) fasse, en tout point, un angle petit avec Upji 


c’est-a-dire avec Oz). 

Nous n’envisagerons, par la suite, que des obstacles voisins du plan 
Ox, x,.. Autrement dit nous ne considérerons que des ailes pour 
lesquelles le diédre et le vrillage d’une part, | incidence de vol d’autre 
part, sont faibles sinon nuls. Il en résulte que si 2, = g (2,,2,) est 
léquation de la surface extérieure de l’aile considérée, p = 0g/0x, et 
q = 0g/0x. sont, comme wu, v, w, des quantités petites par rapport a 
lunité. 

Dans le cas des ailes que nous envisageons, w, v, w, et leurs dérivées 
sont des infiniment petits du méme ordre. 


1.2.3. Relations—Equation 
1.2.3.1. Coefficient de pression. Soit 
i: a 

BPol 0 
le coefficient de pression, l’indice , caractérisant les conditions a 
Vinfini amont. 

Compte tenu de l’ordre de grandeur de wu, v, w, l’application de 
l’équation de Bernoulli conduit, en premiére approximation, 4 la 
relation simple: 

C, = —2u. (1.2) 


p 
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1.2.3.2. Equation fondamentale—Notons p? = M,* — 1,M, = 
étant le nombre de Mach de |’écoulement non perturbé. 
Le potentiel de perturbation doit satisfaire 4 l’équation 


2p Cp oy 
a a: Ee PY (I.3.) 
=" 2" 2," 
Nous n'étudierons, dans la suite, que des écoulements supersoniques 
pour lesquels ./, étant supérieur a l’unité, 6° est positif. 

Propriétés de léquation fondamentale—L’équation (1.3.) étant 
linéaire, toute combinaison linéaire a coefficients constants de solutions 
est également solution. Plus généralement, sous réserve de conver- 
gence, la somme d’une série dont chaque terme est une solution, 
l’intégrale définie entre limites fixes par rapport & un paramétre / de 
solutions dépendant de / sont encore solutions. 

Cette propriété permettra de considérer certains écoulements 
comme résultant de la combinaison de plusieurs autres. 

L’équation (1.3) étant 4 coefficients constants, une dérivée d’ordre 
quelconque d’une solution est aussi solution. En particulier wu, v, w 
satisfont 4 une équation du type (1.3). 


1.3. Reégle d influence des perturbations 


L’équation (1.3) étant hyperbolique, les surfaces caractéristiques 
sont réelles. Ce sont les enveloppes des cdnes caractéristiques, 








Hyra.2. 


appelés cénes de Mach, qui se déduisent tous par translation du céne 
ayant son sommet 4a lorigine, d’équation 
z,* = f*(z,* + 2,*) = f*r*. (1.4) 


Rappelons l’interprétation physique de ces cones: une perturbation 
produite 4 l’origine O ne sera percgue qu’a l’intérieur du demi-céne de 
Mach (I), de sommet O, situé du cété des 2, positifs et que l’on 
appelle “‘arriére-céne de Mach de O” ou “domaine d’influence de O” 
(Fig. 2a). 
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Réciproquement, |’état du fluide en O ne dépend que des perturba- 
tions produites dans l’écoulement en des points intérieurs 4 |’ “avant- 
céne de Mach de O” ou “domaine de dépendance de O” (Fig. 2b). 

Ce résultat constitue la “‘régle d’influence des perturbations’ ou 
plus simplement ‘‘régle d’influence”’. 


1.4. Conditions aux limites 


1.4.1. A Vinfini amont, soit pour x, = —, |’écoulement n’est 
pas perturbé. On doit donc avoir 
em v 
Le potentiel n’étant défini qu’a une constante additive prés, on 
s impose méme 
yg = 0. 


La régle d’influence [1.3] permet d’écrire cette condition a l’amont 
immédiat de l’obstacle plutdét qu’a l’infini. Plus précisément, » = 0 
en amont du domaine d’influence de |’aile. Par exemple, dans le cas 
de la Fig. 3, ¢ = 0 en amont du céne de Mach (I) issu de O. 





Fig. 3. 
1.4.2. Sur l’obstacle on écrit que le vecteur vitesse U est tangent, en 
chaque point, a la surface extérieure d’équation 
By = O(X,,Xe). (1.5) 
Si n désigne le vecteur normal a cette surface, la condition se 


traduit par 
n.U =0 (1.6) 


ou 
p(l+u)+q—w=0 


p,q, — 1 étant les paramétres directeurs du vecteur n. 
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Puisque p = 0g/dx, et y =: 09/02, sont ces infiniment petits d’ordre 
que p 9/ OX, ely 2 | 
au moins égal & celui de . v, w, (1.7) s’écrit, au deuxiéme ordre prés, 


Cette condition peut encore étre simplifiée si on la reporte sur le 
plan Ox, 2. En effet, sur l’obstacle. 


W(Xy,%o,J) = U(21,%,9) + ”A| 


et, au premier ordre, 


W(2%;,%,0) = —. 
OX, 


1.5. Décomposition des problémes 


Un écoulement de potentiel g(x,,7.,x,) autour d’un obstacle voisin 
de Oz, x, peut toujours étre considéré comme résultant de la com- 
binaison de deux écoulements l’un de potentiel ¢‘*’ l'autre de potentiel 
y'”) respectivement pair et impair en 23. 

La parité en x, de wu et v est, a l’inverse de celle de w, la méme que 
celle de y. Il en résulte que |’écoulement de potentiel pair ne peut 
avoir lieu, d apres (1.8), quautour d’obstacles symétriques par 
rapport a Oz, x, et que l’écoulement de potentiel impair correspond a 
celui autour d’obstacles sans épaisseur. Dans le premier cas, le 
C,(= —2u) prenant la méme valeur sur les deux faces de l’aile, la 
portance ou composante selon Oz, de la résultante des efforts est 
nulle. Dans le second cas, le C, prend des valeurs opposées et, en 
général, la portance n’est pas nulle. 

En définitive, tout écoulement autour d'une aile pourra étre 
décomposé en deux écoulements distincts l’un de potentiel py autour 
d’un obstacle épais symétrique |’autre de potentiel y'”) autour d’un 
obstacle sans épaisseur mais portant. Ce dernier obstacle n’est autre 
que la surface moyenne de I’aile considérée. 

Nous dirons qu’au premier écoulement correspond un probléme 
@épaisseur noté P.E. et qu’au second correspond un probléme de 
portance noté P.P. 

En P.E., la continuité du fluide impose que w, qui est impair en 2s, 
soit nul, dans le plan zx, = 0, 4 l’extérieur de la forme en plan de 
l’obstacle. 

En P.P. la continuité de la pression impose que w soit nul, dans le 
plan x, = 0, 4 l’extérieur de la forme en plan de I’aile. 

Cette premiere décomposition des problémes met en évidence deux 
types d’écoulements répondant a des conditions aux limites différentes. 

Nous pouvons faire une nouvelle distinction selon que les données 
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aua limites portent sur l'une ou sur l’autre des composantes de la 
vitesse de perturbation. 

D’une maniére générale, un probléme est appelé direct quand on 
connait, sur l’aile, les valeurs de w et que l’on cherche a déterminer le 
coefficient de pression C,(ou ~). Dans le cas contraire ot |’on s’impose 
C,(ou u) Vinconnue étant w, le probleme est dit inverse.t 

Autrement dit, un probléme direct revient a calculer les efforts sur 
une aile donnée alors qu'un probléme inverse consiste a déterminer 
l’obstacle aplati sur lequel peuvent s’exercer les efforts que l’on désire 


obtenir. 
Les problémes direct et inverse seront notés respectivement P.D. 


et P.I. 

Ces deux distinctions que nous venons d‘introduire et qui portent 
sur la nature des conditions ou des données aux limites conduisent, en 
définitive, 4 quatre problemes fondamentaux. 

Si lon repére par les indices ~ et ~ les quantités relatives a 
l’extrados et a l’intrados, les données aux limites dans le plan Oz, z, 
sont, pour ces quatre problémes, et compte tenu des conditions de 
parité et de continuité: 

1°—Probléme direct d’épaisseur (P.D.E.) 


3°—Probléme inverse d’épaisseur (P.I.E. 
" 
| 


+ Notons que la méme dénomination n’a pas, en *° et 2’, la méme signification 


qu’ ici. 
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Ces données aux limites montrent l’analogie entre les P.D.E. et 
P.I.P. d’une part, les P.D.P. et P.I.E. d’autre part. 

Les P.D.E. et P.I.P. bénéficient d’une propriété d’additivité 
évidente au vu des conditions dans le plan z, = 0. L’aile peut étre 
obtenue par adjonction de deux ou plusieurs ailes ayant des frontiéres 
juxtaposables. Par exemple, en P.D.E. 


op os 0 


Cette propriété d’additivité facilite l'étude des ailes & bord de fuite 
subsonique et a troncatures latérales. 

I] faut remarquer que si, en P.I., nous avons fait porter les données 
aux limites sur wu = u(x,,%,) nous aurions pu, tout aussi bien, les 
faire porter sur ¢(2,,2.) ou sur 2(%,,%,). D’ailleurs, se fixer wu c’est 
s’imposer, 4 une fonction de x, prés, g ou v puisque u = d¢/dx, et 
v = 0y/O0x,. En P.I.P., wu étant nul a l’extérieur de l’aile dans le plan 
Ox, X, p et v le sont en amont du bord d’attaque. Par suite, si u est 
donné, g et v sont parfaitement déterminés, la fonction de x, qui 
s introduit dans l’intégration de uw devant étre choisie pour que ¢ 
s’annule au bord d’attaque. Il est donc équivalent, en P.I.P., dese fixer 
sur l’aile wu, gy, ou v. 

En revanche, en P.I.E., si le bord d’attaque est subsonique, la 
connaissance de u sur l’obstacle n’entraine pas celle de gy ou v. En 
effet, dans ce cas, la fonction de x, que l'on introduit en intégrant reste 
arbitraire. I] faut donc s’attendre a trouver une infinité de solutions 
répondant a une répartition de pression imposée. 

En général on considére des ailes de forme en plan symétrique par 
rapport a Oz,, sur lesquelles les conditions aux limites portant sur w et 
w sont paires en X (conditions impaires pour v). Dans le cas contraire 
nous dirons que nous avons affaire a un probléme antisymétrique que 
nous repérerons par P. Seul le probléme antisymétrique direct de 
portance (P.D.P.) retiendra notre attention. 

Remarque—Quand on se fixe, en P.E., w (P.D.) ou w (P.I.) sur 
Vaile, on suppose implicitement que cette aile ne présente de points ot 
l’épaisseur est nulle que sur la frontiére de la forme en plan. 

En P.D.E. on peut s’assurer a priori de cette condition alors qu’en 
P.I.E. on ne peut le faire qu’a posteriori. Il faudra donc, dans ce 
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dernier cas, éliminer toutes les solutions géométriquement inaccep- 
tables. 


II. Ecoulements homogenes 
II.1. Définition 


On appelle écoulement a potentiel homogene ou écoulement homogéne 
de degré n, de sommet O, tout écoulement pour lequel le potentiel de 
perturbation g est une fonction homogeéne yy, de degré n en 2X1, Xo, Lz OU, 
ce qui revient au méme, pour lequel les dérivées n*™® du potentiel de 
perturbation sont constantes le long des demi-droites issues de O. 

L’écoulement homogéne de degré n = | est encore appelé écoulement 
conique. 

Les dérivées premiéres de ¢,, par rapport 4 2, 2, #, seront notées 
respectivement w,, v,, w,. Ces fonctions sont homogénes de degré 
n— 1. 


I1.2. Equation 


Toute dérivée partielle 
@+r+s.. 
(@,7,8) __ 0 g n 


P ae aS. 
si Ox,*2,' Ox," 


de ¢,, vérifie également ]’équation (1.3). En particulier les dérivées 


(11.1) 


micmes git—P-4P-2) sont solutions de 


(11.2) 


Du fait du report des conditions aux limites sur le plan x, = 0 nous 
aurons, par la suite, a considérer certaines dérivées g,'~?~*”” plutét 
que d’autres. Pour ces dérivées nous utiliserons une notation plus 

16 
simple en posant an-ly 


(%—-@,9,0) __ 


n 


(n-—1—r7,7r+1,0) __ 


Cnr = g n 


(n—1—8,8,1) __ 


Wns aad g n 


(n—t,t,0) __ 


Prt — Y n 


II.3. Changement de variables 


Les fonctions g"~?~%? ne dépendant, par définition, que des deux 
variables caractérisant les demi-droites issues de O, il semble tout 
naturel de transformer (II.2) par l’introduction de ces variables. 
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On pose done r 
P | x, = pry 
XL, =r cos 8 (II.4) 
| %3 = rsin 0. 

On établit ainsi une correspondance biunivoque entre les couples de 
variables 7, 6 satisfaisant aux inégalités 7 > 0, —7 <4 <7 et les 
demi-droites issues de O situées dans le demi-espace x, > 0. 

A z = 1, ec’est-a-dire pour x, = fr, correspond le céne de Mach (T°) 
de sommet O. Aux valeurs de y supérieures ou inférieures a l’unité 
correspondent respectivement |’intérieur et ]’extérieur de (I). 

Par définition, ¢,, est de la forme 


Pn = r"h(9,z) 


amebind : ~9-«9.0) 
et les g"~?-%?-, comme h, ne dépendent que de 9 et 7. Les g'~?—%4 
doivent satisfaire a l’équation 


ew 
(72 — 1 +—+y- IT.5 
(7 ) a2 Oe (11.5) 
transformée de (II.2) par le changement de variables (II.4). 

Cette équation est elliptique ou hyperbolique selon que 7 est 


supérieur ou inférieur a |’unité. 
II.3.1. Séparation des domaines elliptique et hyperbolique 
On simplifie (II.5) en posant?® 
pour 7 > 1 


pour 7 <1 
ce qui conduit a 


(11.7) 


Dans le demi-espace x, > 0 ot nous nous plagons et a |’extérieur du 
céne de Mach (1), soit pour 0 < y < 1,on pourra prendre 0 < y’ < 27/2. 
A l’intérieur de ([), done pour 7 > 1, on ne considérera que yp > 0. 
On notera que le céne de Mach est représenté a la fois par y = 0 et par 
yp = 0. 

Avec ces conventions, il y a correspondance biunivoque entre 
toute demi-droite issue de O située dans le domaine x, > 0 et tout 
point de l'ensemble des deux régions (A) et (A’) définies sur les Fig. 
4(a) et 4(b). 
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En résumé, les gi'~?~*?® satisfont a l’équation (11.7) dans la 
région (A’) représentant l’extérieur du céne de Mach (I) et 4 l’équation 
(II.6) dans la région (A) représentant l’intérieur de (I). 

Au lieu de travailler en y et 9, nous avons séparé le domaine des 
variables en deux parties représentées sur deux plans différents. On 
démontre! que le raccord des solutions obtenues dans les deux plans 
peut étre formulé de la maniére suivante: 

Il y a “‘raccord’”’ sur y = 1 (c’est-a-dire sur le céne de Mach) pour 
toutes les dérivées de f définies dans l'une ou dans | autre des régions 
(A) et (A’) pourvu qu'il y ait raccord sur la fonction elle-méme. I] 
suffit done que les deux solutions obtenues dans (A) et (A’) prennent 
les mémes valeurs en des points correspondants du segment (-—7, +7) 
de l’axe des 6. 























II.3.2. Données et conditions aux limites dans les 
domaines (A) et (A’) 


Si l’obstacle envisagé est totalement intérieur au céne de Mach (T) 
de sommet O, nous avons a résoudre un probléme de fonctions har- 
moniques dans le seul domaine (A), les g{"~?~%”” devant y satisfaire a 
l’équation de Laplace (II.6). 

Pour fixer les idées, considérons une aile aplatie, symétrique par 
rapport au plan Ox, x, et dont la forme en plan est limitée par les 
demi-droites OM, OM (Fig. 5). 

Son image dans le plan y, 6 est constituée, sur les droites @ = 0, et 

+ (Fig. 6) des portions allant de y = o aux points M et M 
correspondant aux génératrices OM et OM du bord d’attaque. 

Quel que soit le probléme considéré, les données et conditions aux 
limites telles qu’elles ont été définies en [I.4] et [1.5] sont les suivantes: 





38 
i°—sur y = 0, — 
(en vertu de la régle d’influence) 


donc les git-P-4P.) — 0) 


et, en particulier. Ung = 0 


, N-M, MN- 
,donné done les u,, donnés 


en P.D. »,donné donc les w,, donnés 


3°—sur PM et MP 


en P.P. U 0 done = 0 


n 


en P.E. w, =0 done Wy, = 0. 


Si l’obstacle déborde le cone de Mach, on commence par chercher la 
solution dans la région (A’) ce qui ne présente pas de difficultés 


<n 














puisque |’on connait l’intégrale générale de |’équation (II.7). 
Reprenons le cas de l’aile aplatie symétrique mais en considérant, 
cette fois, que les génératrices du bord d’attaque OM, OM sont hors de 
(I) (Fig. 7) 
Les portions P+MP- et P+MP- de cette aile sont représentées, dans 
le plan y’, 9, par les segments d’abscisses 9 = 0 et 0 = +7 conformé- 
ment a la Fig. 8. 





La théorie des écoulements a potentiel homogéene 39 


Sur ces segments, selon que le probleme est direct ou inverse, w ou u 
prend des valeurs connues. Par suite, sur MP-, P-M, MP* et P+ M 


en P.J. les Uz, sont donnés 
en P.D. les w,, sont donnés. 


i 

















Par ailleurs, les u,, et w,, satisfont a (11.7). Ils s’écrivent done sous 


la forme F(0 — y') + G6 + y’) 


F et G étant deux fonctions arbitraires. Ces fonctions peuvent étre 
déterminées par les données aux limites compte tenu de la régle 
d’influence qui impose les conditions portées sur la Fig. 8, F et G 
restant respectivement constantes sur les droites § — y’ =c™ et 
6+y' =c*. 

Cette derniére propriété de F et G a pour conséquence de ‘“‘trans- 
porter” les données aux limites sur les segments P- M-, M- P-, 
P+ M+ et M+ P+ de l’axe des @, le ‘‘transport’’ s’effectuant point par 
point parallélement aux bissectrices des axes. Les segments considérés 
figurent, en quelque sorte, |’image des portions de |’aile extérieures a 
([). En tenant compte du raccord des solutions on constate qu’un 
probléme d’écoulement homogéne pour un obstacle débordant le céne 


4 
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de Mach est ramené a un probléme de fonctions harmoniques dans la 
région (A). 
Dans le cas considéré, on a (Fig. 9) 














1°—sur M- M- et M+ M+ 


= 0 


“ns 


2°—sur N- P- M-. M— P- N-, N+ P+ M+ et M+ P+ N+ 


en P.I. les w%,, donnés 


en P.D. les w,, donnés. 


Nous avons supposé, pour discuter des données et conditions aux 
limites, que l’obstacle était symétrique par rapport au plan Ox, 23. 
Nous l’aurions fait tout aussi bien pour une aile de forme en plan 
dyssymétrique. En définitive, tout probleme d’écoulement homogéne 
se raméne 4 un probléme de fonctions harmoniques dans le plan y, 6. 

Remarque—Si lobstacle déborde le céne de Mach de part et 
d’autre, la régle d’influence laisse prévoir que |’extrados et l’intrados 
sont indépendants c’est-a-dire qu’une perturbation en un point de 
l'une des faces ne peut se faire sentir sur l’autre. Cette propriété est 
bien mise en évidence dans le plan y, @ par la séparation des domaines 
dont Jes frontiéres se distinguent par les indices ~ et ~ (Fig. 9). 

On constate, au vu des données aux limites, que dans ce cas, parité 
mise & part, les proplémes de portance et d’épaisseur sont identiques. 


11.3.3. Représentations conformes du domaine (A) 


L’étude des problémes relatifs au domaine (A) se fera, par la suite, 
non pas directement dans ce domaine, mais dans un de ceux que |’on 
peut en déduire par transformation conforme. 

1°—Si on pose 


Z=X+iY =e ec” = pe® (II.8) 
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on établit une correspondance entre les points de (A) et ceux de l’aire 
intérieure au cercle (C) de centre O, de rayon 1, (C) représentant le 
segment y=(, —7 <6< 7 du plan y,6 cest-a-dire le céne de 
Mach (I). Le point Z tel que p < 1 est alors ]’image d'une demi- 
droite, issue de l’origine de l’espace 2,, 2, 23, intérieure a (I°) et 
caractérisée par langle 0 et le rapport 
~ a a 2 a 
Br 2p 
L’origine du plan Z correspond 4a |’axe Oz. 

2°—Un autre plan, trés avantageux pour les calculs, est celui que 
l’on définit 4 partir de Z par 


A 


2Z 


as j Cc 
oor (I1.9) 


gona + ty = 


Le domaine (A) correspond au plan z entaillé par les coupures 
(— oo, —1)(+1, +0) dont les bords représentent le céne (T°) (Fig. 10). 





Fic. 10. 


L’origine du plan z est image de ]’axe Oz,. Remarquons que pour 
eS = 1 4 j 
L3 = 0 e 
ee é 
x=—(r = ; (11.10) 
+ , 


II.4. Relations de compatibilité 


Les g)"-?-%?” étant des fonctions harmoniques en y, 6 nous 
pouvons les considérer comme les parties réelles de fonctions analy- 
tiques O!"-?-%?- de la variable y + 79 ou mieux d'une des variables 


q.D.9) 


Z ou z introduites en [11.3.3], les M\"~?~? 
J 
constante imaginaire pure pres. 
Par ailleurs, nous devons exprimer que les fonctions gj" ~?~*?” sont 
les dérivées n“™“ de ¢,,. 
Considérons une dérivée (x — 1)’ de @, 


o"-1 
$n 
Oz; ?-t-* Ox,” dx," 


1 étant dénnies qu’a une 





La fonction »* est homogéne de degré 1. 
g gs g 





42 M. Fenarin 


La différentielle exacte 


+ v* dz, + w* dz, 


Ap* | a 
=S ax, > w= Ory 
peut s’écrire 
dp* = d(u*z, + v*x, + w*x,) — (2, du* + x2, du* + 2, dw*). 

Il faut done que 

x, du* + 2, dv* + x2, dw* = r[By du* + cos 6 dv* + sin 6 dw*] 
soit une différentielle totale exacte, dF. Comme u*, v*, w* ne sont 
fonctions que de 6 et 7, dF ne comporte pas de terme en dr. Par suite 
OF /or = O0et F = F(6,7). Or, dF ne peut étre indépendante de r que 


si la relation 
By du* + cos 6 dv* + sind dw* = 0 (II.11) 


est vérifiée. 

Si, en tant que dérivées n®™®* de ,, les fonctions harmoniques 
u*, v*, w* sont considérées comme les parties réelles des fonctions 
analytiques U*, V*, W* de la variable Z, on a 

(n—p—ap, = RU* = LYM-?P-4P. 


y* — lt Mia lial we BV* «= ROP —I- lp +a) 


w* = lilt tala ao BW? = AO’? —a-Lpaty) 
Si on note Z = pe-" la quantité conjuguée de Z, on peut prendre 
Z et Z comme variables indépendantes remplacant p et 6. La relation 
(11.11) permet d’écrire 
[pdU* + ZdV* —iZdW*] + Z[pZdU* + dV* +idW*] =0. 
Cette identité en Z et Z ne peut étre satisfaite que si les quantités 
entre crochets, qui ne dépendent que de Z, sont identiquement nulles, 
ce qui conduit, par combinaison, aux relations 
2Z 21Z 
dU* = —>——.. dv* = ——, dWw* 
PB 1+ 2? 1 — Z 
qui s écrivent encore 
2 (n—p—4Q,p.9) —22Z (n—p—q—1,p+1,q) 21Z (n-—p—q—-1.p,.¢+1) 
B d@t = lof dv = l_ Ze doy ; 
En particulier, pour p = q = 0 
1 —2Z 


(#,0,0) _ 
doy =3\in we 


21Z 


(n—1,0,1) 
1 — z) qo 


1 
n—1,1,0) 
do” sam 3 


pourp=l,q=0 
21Z 


dmr-11.0) 1 ( ) ee dpn-22.0 ; ( : a dpe-21.) 


B 
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En prenant d®"°° comme terme de comparaison, on montre 


facilement l’égalité des expressions 
1 ({ —2Z 21Z 
("—P—49.P,@) j 6 
al; ~ =i) {= =) Ag" -P-a7 (11.12) 
quels que soient pet gq telsque0 <p +q <n. Les différentes égalités 
que l’on peut ainsi obtenir sont appelées relations de compatibilité. 
Dans le plan z ces relations se traduisent par l’égalité des termes 





ap)" Mages array 
p (4 (1 — 2? )J 


9° 


la détermination de 4/(1 — z*) étant celle qui se réduit 4 +1 pour 
z = Q. 
En particulier si U,,, V,,, W,, et ®,, sont les fonctions analytiques 
AVANt Uno, Uns Wns Ct Pp; pour partie réelle (11.3) on peut écrire 
(-2) Ss = (-5) yrs -<3)"| 1 dW, 
i; dz 
(II.14) 

















2! d®,, — dU no 
oe ae 


11.5. Relations d’ Euler 
En vertu d’un théoréme d’Euler sur les fonctions homogénes, 9,, 


peut s’exprimer 4 partir des gy” sans auctine quadrature a l’aide de 
la relation 


1 
% = alten OO) eel 4 gigOOl)) (II.16) 


avec, pour convention, 


[ere (ek gl Y = oh”. 
Le potentiel ¢,, est aussi donné par 


%, = - (x,u, + Xv, + Xgw,). (11.17) 


Des expressions analogues a (IJ.16) peuvent étre écrites pour w,,, v,,, 
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w,, homogénes de degré n — 1. Dans le plan x, = 0, ces expressions 
se réduisent a 


ou les C2_, sont les coefficients de la formule du bindme de Newton. 


n-1 * 


Ces expressions sont équivalentes a 


(17.19) 


III. Ecoulements homogénes élémentaires 
IIT.1. Définition 


Un écoulement homogéne de degré n, de potentiel ¢,,, est dit élémentaire 
quand la dérivée premiére de ¢,, (w,,, v,, ou w,) sur laquelle portent les 
données aux limites est, sur l’obstacle, un polyndédme homogéne de 
degré n — 1 en 2, 2p. 

Conséquences—Si l’une des fonctions w,. v, ou w, est un polynéme 
homogéne de degré (n — 1) en 2, x9, ses dérivées (n — 1)"™% Wigs Py 
ou w,, sont, sur l’obstacle, des constantes. 

Pour les écoulements coniques élémentaires lune au moins des 
fonctions u,, v,, w, est une constante sur l/aile. 

En P.D. pour que w, = 0g,,/02, soit polynomial, il faut que g, le 
soit également, a une fonction de z, pres. 

En P.I. se fixer wu, polynomial c’est, a une fonction de z, pres, se fixer 
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g, polynomial. Si cette fonction de x, est homogéne de degré n, ce que 
l’on supposera désormais, elle est de la forme /,2,", 4, étant une 
constante. Par suite v,, est polynomial et dépend aussi de A,,. 

En P.I.P., ou en P.I.E. quand le bord d’attaque est supersonique, ¢,, 
doit étre nul au bord d’attaque ce qui, par conséquent, précise la 
valeur de /4,. En revanche, en P.I.E., si le bord d’attaque est 
subsonique, /, reste indéterminée et l’on dispose, pour chaque degré 
dhomogénéité, d’un paramétre arbitraire /,, (ex. dans®°?’). De 
méme, pour ce probleme, si l’on se fixait v,, polynomial, gy, et w,, ne 
seraient connus respectivement qu’a ux," et nuaz}' prés. 

Afin de tenir compte de ]’indétermination que ]’on prévoit en P.I.E. 
quand le bord d’attaque est subsonique, nous ferons porter, dans ce 
cas, les données aux limites sur g, qui devra done étre un polynéme 
homogene de degré » en 2, Xp. 


III.2. Obstacles de forme en plan symétrique en envergure 
Nous considérerons d’abord des obstacles indéfinis, de forme en 
plan symétrique par rapport a l’axe Oz,, a bords d’attaque rectilignes. 


4 y 



































fF fe) 





Fie, Fi. Fic. 13. 


Nous noterons y l’angle d’ouverture (Fig. 11) et poserons 7 = tgy. 
L’image d’un tel obstacle est, dans le plan z, une coupure (—k, +k) 
de l’axe réel ob k = fr (Fig. 12). 

Selon que le bord d’attaque est subsonique, sonique ou supersonique, 
k est inférieur, égal ou supérieur a ]’unité. 

Quand k <1, le domaine représenté par le plan z muni de ses 
coupures est doublement connexe. En revanche, sik > 1, a]’extrados 
et a l’intrados correspondent deux domaines simplement connexes, 
indépendants (Fig. 13) (ef. Fig. 9). 
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III.2.1. Données aux limites 

Dans le cas des écoulements homogeénes élémentaires et pour 
des obstacles tels que ceux que nous venons d’introduire, les 
données aux limites, définies seulement pour |z,/z,| < 7 seront écrites: 


—en P.E. " pe 
n wn 
cag az ee 
q=0 


- 
‘ 


n—-1l 


E > Pachter wy 


r=0 


Pa. 


—en Pp. 
P.D.P. 


avec € = sgn 2p. 
Notons que ]’on a nécessairement, en P.I.E. 
Qn-1-qqg = (% — q) &n-o,¢ 


b —(r + 1) ay 154 


n-—l—r,r 


En P.I.P. 


= ey 
= Gn—1-o4| 


Jt —@ 
q=0(m% — gL ' 
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La comparaison des expressions (III.1) (III.2) et (III.3) avec les 
relations d’Euler écrites pour x, = 0 (IJ.18) (II.21) montre que les 
parametres introduits dans les données sont reliés aux fonctions u,, 


Unr» Wns OU G,; alors constantes par 
—@,_1~¢,4) Lay 


—Gy 1-99) = (nm — UY) 
die . © 
a (n — 
Cn-—1—8,8 
ee = 
ea 
— Cy 22 = ih (er) Ee. 


n' T 


III.2.2. Mode de calcul de u,, v,, w,, 9, et 9, 
Les Ung; Unr> Wns Ct Pye tant les parties réelles de fonctions analytiques 
Une Vnrr Wns et ®,, de z= x+y, les relations (11.19) (II.21) 


peuvent s’écrire 
a rx” _ 10( 
1 


a yi: 
= (2) (II1.5) 
xt S,,(x x) 
= —7z,"P,(z) 
si on note, d’une maniére générale F(x) la partie réelle sur l’axe réel 
d’une fonction analytique F(z) et si l’on pose 


= ¥ or_.(2 :)" O wg 


n—1l a\f 


ied ie 


(n 


a 


8 


Se ils) Was 


*— ies 3B 


5 04'(5) 


Considérons, par exemple, la fonction S,,(z). 


n! t=0 
Sa dérivée est 
'< 0%-(4 | dW, 


] n—1l i ‘y s-—l1 l 
dS,, sas deihpeaetas > Ys he (2) Was + ———— 
dz (n — 1)! s=o (n — 1) a 


Or, d’aprés (II.15) \* aw aw 
Ber a ae on nO 
z dz Sim dz 
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et comme 


dz (n — 1)! 

Compte tenu de la relation 
[¢ =F 8) 
(n — 1) 


ds i = 
ee ee ee > Cc : 


e+] 
amt fa 


dS, 


dz (2 
Une deuxiéme dérivation conduit, selon le méme processus, a 


d?Ss, | —- on 
= 7 > \ > . -v (=| De W aa+2 
dz? te Seegi b bar p/ p* 
De proche en proche, on aboutit a 
n—] r 
—— o 


dz"-1 oe zn-1 


n—} 
m—i 





ho 


dz pr-l dz 


soit. d’aprés les relations de compatibilité. 


—1\"" aw 
a: come (II1.7) 


2 dz 


Le méme calcul permet d’exprimer la dérivée n° de —7Q,, R,, et la 
dérivée (n + 1)"™° de —rP,,. 
En résumé, aux relations (III.5) il faut adjoindre les expressions 
d"Q. 


‘ 
dz” 


=1) ay _ (=I) aU 
2? @ 


z dz 
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De la relation ¢, = (1/n)(z,u, + xv,) valable pour z; = 0 on 
déduit que 
(III.9) 


Par ailleurs, comme 


(III.10) 


(IIT.11) 
on doit avoir 
(I1T.12) 


puisque 
Mais (II1.12) entraine 
a7, 


= ar" : 


Par suite. si 7, est la partie réelle, sur l’axe réel, de T,,(z), on aura 


d"1T, lds, _ (_ 


dz™t1 2 dz" 


(III.13) 
relation qui s ajoute aux quatre déja établies (I1I.8) mais qui est a 
rapprocher plus particuliérement de 

grise. "Q, 


zt z dz” 


(IIT.14) 


En définitive, le calcul de w,, v,,, g, (P.D.) ou w,, g, (P.I.) est ramené a 
la détermination des fonctions dU,,,/dz (P.D.) ou dW,,,/dz (P.1.). 

Selon que les données portent sur les w,,, (P.D.) ou les u,,, (P.I.) nous 
déterminerons au préalable les dIV,,/dz ou les dU,,,/dz. Puisque nous 
disposons des relations de compatibilité (11.15) il nous suffira de 
porter notre attention sur dW’,,/dz ou dU,,)/dz. 


III.2.3. Choix des solutions 

En P.D. (ou en P.I.) les wy) (ou uo) sont constants sur l'image de 
l’obstacle et nuls sur la partie de l'image du céne de Mach (I°) qui ne 
se confond pas avec celle de l’obstacle. (Fig. 12 et 13). 

Par conséquent, sur Jes coupures correspondantes, dw, /dxr = 0 
(OU On /Ox = 0). 
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Les OWyo/0x (OU OU,p»9/Ox) étant nuls sur la frontiére du domaine, ils 
seraient identiquement nuls si les dW,)/dz (ou dU,,)/dz) ne présentaient 
pas de singularités. 

Il semble naturel de localiser ces singularités aux points images du 
bord d’attaque qui, physiquement, sont les seuls a présenter un 
caractere particulier. 

Nous ferons donc appel, dans le choix des solutions, a4 ce “‘principe 
de localisation des singularités”’’. 








Extrados Intrados 


Fig. 14. 


Si k <1 nous envisagerons le probleme dans le plan o = s + it 
défini par 
z = ksn(o,k) (IIT.15) 


L’obstacle et le céne de Mach (I) ont respectivement pour images 
laxe t = 0 et la droite ¢ = K’ (Fig. 14) avec K’ = K(k’), K(k) étant 
Vintégrale elliptique complete de premjere espéce, de module & et 
ki = +/(1 — k?). 

Les points o = (2m + 1)K (+m = 0,1,.2...) correspondent au 
bord d’attaque (x = +k). 

L’extrados est représenté périodiquement, sur l’axe ¢ = 0, par 
tout segment tel que 


(4m —1)K <s < (4m+ 1)K (+m =0,1,2,...) 
et l’intrados par tout segment 
(4m + 1)K <s < (4m + 3)K (+m =0,1,2,...). 


Sur ¢ = 0 et ¢ = K’, selon que le probleme est direct ou inverse 


‘ 
BWno OU n0 


ou = (). 


eas ds 
Si k > 1, que l’on soit en P.E. ou en P.P., les données aux limites 
sont les mémes, dans le plan z, pour y = +0, seule la parité en 2, 
différenciant ces deux cas. Ces données sont identiques 4 celles du 
P.E. (k < 1) sil’on est en P.D., a celles du P.P. (k < 1) si l’on est en 
P.T. Les solutions que nous obtiendrons en P.D.E. et en P.I.P. quand 
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k < 1 seront donc valables pour ces mémes problémes quand k > 1 et 


pour les P.D.P. et P.I.E. (k > 1) respectivement. 
ITI.2.3.1. P.D.—Considérons, tout d’abord, le P.D. Les relations 


de compatibilité donnent, dans le plan a, 


1dU,, _. snodW,, 
+ de dno do 


7, iaW, 


do dno do 
Des considérations d’uniformité et de périodicité incitent 4 chercher 
dW,,9/do sous la forme 
dW io 4 sn*odn’o 
es te 
ot A est une constante complexe. 

En tenant compte de la localisation des singularités et en évitant 
d’en introduire en o = +K + iK’ pour dU,,,/do ou dV,,,,/do (III.16) 
nous devons nous limiter a « > 0,8 > lety > 0, «et # étant entiers. 

Afin d’éviter qu’il y ait un péle en o = iK’ ov les trois fonctions de 
Jacobi se comportent comme 1/s(s = 0) on doit avoir nécessairement: 


at+pay. 


Sous ces conditions dU,,,/do, dV,,/do et dW,,,/do ne présentent de 
singularités qu’aux points o = (2m + 1)K (+m =0,1,2,...) images 
du bord d’attaque. 

Au voisinage de o — K = Re'® = 0 


AW no 
do ~— 


B étant une constante complexe. 

La partie réelle de dW,,,/do devant étre nulle pour w = 0et w = 7, 
on en déduit que B est imaginaire et que y doit étre entier. 

Par conséquent dW,,,/do est de la forme 


dW,  .,sn*odn’o 
= 14 ————_ 


da - '  en’o 


ou A est réel. 
Sur ¢ = 0 ow sno, ena et dno sont réels, Ow,,/ds est bien nul. 
Sur ¢ = K’ ot eno et dno sont imaginaires et sno réel dw, /0s n’est 


nul que si 
B+ y = 2m. 
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Les données étant paires en x, w,,9 est pair en s. Pour cette raison, 
sur s = 0, dw, )/és doit étre nul. Comme seul sno est, sur cet axe, 
imaginaire, il faut 


En P.D.P. w, est pair en x. La solution w,, doit done présenter 
une symétrie par rapport a l’axe s = K, le long dequel dw, /ds doit 
étre nul. Sur cet axe cno est imaginaire donc 

vy = 9, 
y = <p. 


En P.D.E. uw, est pair en x3. La symétrie par rapport 4 1’axe s 
porte cette fois sur w,. et comme 





du,,9/0s n'est nul, pour s = K, que si 
y = 2p — 1. 
En définitive, x, 8, y étant entiers, on a, en P.D.P., 
i / 


2q q > 0 
2r 
== 2p 


et =a 


On peut prendre g = 0, r = 1, et p 
une solution plus générale n 
de ce genre. 


En P.D.E. 


= 1 puisque, « et f étant pairs, 
‘est qu'une combinaison linéaire de termes 


2p 


r+qap. 


On prend, pour les mémes raisons que précédemment, g = 0, r 
et p > 1. En résumé, les solutions définies par 


dW»,  .. dn®e 


: = tA “om P]|mN 
da en-’o 


dng 


dW, 
—— = 84 


do * en®?-lg 


satisfont, en P.D.P. et P.D.E. respectivement, a toutes les conditions 
aux limites. 
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Dans le plan z, ces solutions sont 
en P.D.P. 
dW no 
dz 





en P.D.E. 
d Wao 


Comme nous l’avons déja fait remarquer, cette derniére solution 
convient parfaitement, pour les deux problémes directs, quand k > 1. 
La connaissance des d W,,,/dz entraine celles des d W,,,,/dz par (II.15). 
L’intégration des dW,,,/dz fournit les W,,,, nuls a l’infini, et plus 
particuliérement les w,,,. 
En P.D. ces w,,, sont connus puisque w, est donné. Plus précisément 
les w,, sont reliés aux n coefficients c,,_,_., OU C,_1_,,, dont dépend w,, 
par les relations (III.4). 


y 


nO 


Si lon se borne a prendre pour une des solutions (III.17) ou 


» 


(111.18) ot p est fixé, les w,, ne dépendront que d’un seul paramétre 4. 
L’identification avec les n coefficients arbitraires donnés ne sera donc 
pas possible. Pour que | impossibilité d’identification soit levée il 
faut que les dW,,,/dz dépendent de n paramétres. Pour cela il suffit de 
considérer que dW,,,/dz est une combinaison linéaire de n solutions du 
type (III.17) ou du type (III.18) correspondant a des valeurs 
différentes de p.'® 

I] faut éviter, en prenant pour p des valeurs trop élevées, d’introduire 
enz = +k des singularités telles que, aprés » intégrations, les Q, et R,, 
restent infinis en ces points (cf. III.8). Les wu, et v, seraient alors 
infinis, sur l’aile, au bord d’attaque (III.5) ce qui serait en contradic- 
tion avec les hypotheses de linéarisation et ce qui risquerait de 
conduire a des C, non intégrables c’est-a-dire & des efforts globaux 
infinis. 

De méme que nous avons faita ppel, dans le choix des solutions, a 
un “principe de localisation des singularités’’ nous admettrons le 
“principe de minimisation des singularités’’* ce qui nous conduira a 
prendre, dans la combinaison linéaire, les valeurs de p les plus faibles 
possibles. 

En toute rigueur, quand k¢ < i, p ne doit pas étre supérieur a 
n — 1. C’est-a-dire que l’on ne peut introduire que n — 1 paramétres 
et que, par conséquent, il doit y avoir une relation entre les c,_,_,, ou 
les c,_1-,- Plus particuliérement, pour l’écoulement conique (n = 1), 
il n’existe pas de solution qui ne soit pas en contradiction avec les 
hypotheses de linéarisation. 
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On admet généralement que la solution peut comporter des infinis 
pourvu qu ils soient localisés d’une part et intégrables d’autre part. 
Le principe de minimisation des singularités n’est pas suivi d’une 
maniére aussi stricte qu’il devrait l’étre. 

En P.D. on tolére, par conséquent, que p soit égal a n. Ainsi, 
l’écoulement conique a une solution et l’écoulement homogéne de 
degré n comporte bien n coefficients arbitraires. 

Finalement nous adopterons les solutions suivantes: 

—en P.D.E. (& 2 1) et en P.D.P. (k > 1) 
ot =--— > (III.19) 


—en P.D.P. (k < 1) 
dW. 2 // hiyk 
= -— ae ITI.20 
dz 7 N = (2° e ( ) 
Les /,, et A,, sont des constantes. 
Ces solutions répondent aux principes de localisation et de 
minimisation des singularités. Elles s’identifient quand k = 1. 
III.2.3.2. P.J.—Par des considérations analogues a celles qui nous 
ont conduit en P.D. aux solutions (III.17) et (IIT.18) nous devons 


prendre en P.I. 
1dU,, . sn*odn?o 


— 9) 


7 do en’o 
vy étant une constante réelle et «, 6, y étant entiers. 

D’une maniére plus précise, pour satisfaire strictement au principe 
de localisation des singularités et aux conditions de parité, «, p, y 
doivent vérifier, 
en P.I.E. 


— 


V V WV 
ra) 


et, en P.I.P. 


2r — 1 
= 2p — 1 ps 
q+T <P. 


Nous pouvons done accepter, en P.I.E. 


1dU,o . sn®e 
— ——— = WY 
+r do en??¢ 
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et, en P.I.P. 


» 


1dU,,  . sn*o dno 2 
-—-s = 1’ ———— pa 
7 do en??-lg 

lav... 

0 ° a ° . ee ae 
—-—— devrait étre une combinaison linéaire des 
7 dz 
solutions suivantes: 

—en P.I.E. (k < 1) 


En définitive, 





” 
. (k? Es z2)P+ 


—en P.I.P. (k = 1) et P.I.E. (k > 1) 


En P.I.P. nous disposons de » parameétres a,_,_,,. Nous devons 
done introduire n solutions pour lesquelles 2<p<n+1. Par 
suite de la présence du terme pour lequel p = » + 1, w, et g, sont 
infinis en x = +k, quand k < 1, et, en outre, w,, n’est pas intégrable. 
Si nous ne voulons pas, @ prtort, nous imposer de relation entre les 
A, —1—~99 nous devons, pour satisfaire au principe de minimisation des 
singularités, nous mettre en contradiction avec le principe de localisa- 
tion. En effet, en admettant que « puisse étre nul, nous pouvons 


prendre 1 dU xg “ jp2p-1 


) 
7 dz (k? — z*)? 


(111.21) 





pour solution, mais, w,, et g, se comportent, au voisinage de z = 0, 
comme log x. Toutefois, dans ce cas on ne risque pas de trouver des 
efforts globaux infinis. 

De méme, en P.I.E. (k < 1), nous disposons de » + 1 paramétres 
%,-++ Pour p =” + 1, nous avons, cette fois encore, une singularité 
inadmissible. Nous tolérerons, dans le cas général, une singularité 
moins forte en z = 0 et prendrons, pour solution, une combinaison des 
termes aie 

w G2 — apa) — 8) L<p<n+1 = (III.22) 

Les solutions générales seront donc les suivantes: 

—en P.I.P. (k = 1) et P.LE. (k > 1) 








les v,, et 1,, étant des constantes. 


5 
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Nous verrons ultérieurement a quelles conditions les @;,_; 9.9; @n-1-q,9 
ou a,_,; doivent satisfaire pour que w, et g, soient finis en x = 0. 
Toutefois, en P.I.P. et P.I.E. (k > 1) nous pouvons déja prévoir que 
pour l’écoulement conique il nest pas possible d’éviter cette singula- 
rité dans le plan médian. 

III.2.3.3. PD.P.—En P.D.P. les singularités ne sont plus 
localisées exclusivement en z = +k. En effet, limparité en x, de wy 
justifie une singularité logarithmique en z = 0. 

Par un processus analogue a celui que nous avons suivi précédem- 
ment nous sommes amené a prendre pour solutions 


dW 


dz 


sik > 1 (III.25) 


d W ) 2 } l / = ¢ n ; p- 
= Se | J> = sik <1 (III.26) 
dz T 2N A 





Any Ct Anp Etant des constantes. 


III.2.4. Détermination des parametres introduits dans 
les solutions 

Quel que soit le probleme considéré nous devons maintenant 
déterminer les n ou n — 1 parametres introduits dans les solutions en 
fonction des m ou n + | coefficients figurant dans les données. 

Nous examinerons successivement les divers problémes. 

III.2.4.1. P.D.#.—Si l’on tient compte des relations de compatibi- 
lité, on obtient 


( 


dW, sd, 2 
ee a 


dz 


Les w,, sont, sur l’axe des x, constants sur le segment (—k, +4) 
ns = 
(III.4) et nuls 4 ]’extérieur de ce segment. Par suite. sur l'image de 
obstacle 


r,, étant le résidu de dW,,,/dz au point z = &. On trouve alors 


. “ (s + 1)(s + 3)...(s + 2p — 3) 
Au t+ > (—1)?7 





. »\tt 

p=2 (2 — i 
fe 

y) Cy sas: 


La résolution de ce systéme en A/,,)® conduit, tout calcul fait, a 


n-—1 


({11.27) 
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En particulier 
(111.28) 


Ill. 2.4.2. P.D.P.—Si k > 1, ce probleme s‘identifiant avec le 
P.D.E., il suffit de substituer les c,_,_,, aux ¢,_1_,,;- 


Sik<1,ona 


2m — 1), on intégre le long de l’axe des y 
Au 


Quand s est impair (s = 2 
en évitant l’origine par un quart de cercle. 


de l’infini a 0, 
voisinage de lorigine, on peut écrire 


dW om-1 ; 


( 
= 9 —_ 


a 
dz & 
On trouve alors que 


ee = 
n,2m—1 » 





d’ou, aprés avoir exprimé a,, 


(7 Cee 1)! Cy —2m.2n -1 
rY2m—1 





~n-1 


Quand s = 2m (m + 0), dW 


oa p-1 3’ (P-1 
_ (—F) Anp Co +m-j-2 


T p=) 


comme la somme de deux fonctions nulles a 
l’infini, dont les parties réelles sont constantes sur (—/, —k) et dont 
les dérivées sont les deux termes de (III.29). 

ont intégrées, la premiére le long de l’axe des y de 


Ss 


Ces dérivées s 
l’infini a zéro, la seconde le long de l’axe des x, de 1 a k. 


Dans le plan o (ITI.15) 
dn*¢ dn?¢ 
. *sn+2¢ 


m—1 
u,— id» 
* ont? ¢ j=0 
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et l’intégration se fait respectivement sur o 
t variant de 0 a K’. 
On aboutit a 
(n — 1)! oe, 


n—1—2m,2m 





y2m 
“n—1 


| dn? (t,k’) en” (t,k’) dt 


en? (t,k’) dn” (t,k’) dt 


(voir Annexe I). 
Enfin, sis = 

dW 0 

da. 


d’ou, en intégrant sur o = it (0 


(m — 1)cn—1,0 = Zz 


0 


1;Mo;. 


En résumé, le systéme en /,,, est de la forme 


n 


> (—1)?A,,25 = (n —1 —s)!8 
p=1 


Ms,» 


9fp-1 


=| > OF-* M., + 


w|i p+m—j—2- 
wuUjy= 


ane “y? 
LS Con Co CH «2m —21 pez 


92 9 'p : 
28” Sy (2t — 1)CP as 





En particulier 
= 


La résolution du systéme (III.30) suppose que les 
connus. Dans la pratique, il y a intérét a écrire 


n—1 
aa “i 2m -—-1—s,0 
hn = 2 

s=0 


“np Cn-1 s,.s/np 


, 
Cy - 1—8,8 


=tteto=K + tt, 


.,n —1) 


(IIT.30) 


(II1.32) 


sont 


(III.33) 
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les ia '~#* étant, an fixé, solutions des m systémes (s = 0,1,2...n — 1) 
de n équations a m inconnues 
n —] 4/n—1—8,8 

( —1)? Anp & 
pa “P___ "6° (II1.34) 
p=l1 (nm — 1 — sg)! 8' : 





ou s’ varie, d’une ligne a l’autre, de 0 a n 1 et ot 6: est le symbole 
de Kronecker. 

La résolution des systémes (IJI.34) peut étre effectuée a l’'avance. 
La connaissance des c,_,_,, entraine celle des 4,,, par une simple 
combinaison linéaire. 

Cas limites : 

1° k=1. Dans ce cas Nz, =0 et M,,; = (C},/2*)(2/2). On 


vérifie aisément que 7,, = /,, ou les c,_;_,, sont remplacés par 


: = 0. Cette valeur limite est intéressante car elle correspond 
a la vitesse de vol sonique (M = 1). Les systémes (III.34) peuvent 
étre résolus explicitement et l’on a 


s'n—1—s,a 





n! (2p — 1)!! {= i, a ] i p—t Cp—1Cn+2-1 
> ** f ‘ 3 


™P 2 (2p — 2)! 


En particulier 


9 ie "! 
sn-i—ee _ \=" 1)! 
“mn a 9 


a 





B(——_., - (III.36) 


B{(s + 1)/2, 1/2} étant lintégrale eulérienne de premiére espéce. 
III.2.4.3. P.J.P.—Ce probléme conduit a des formules analogues 4 
celles du P.D.E. En effet, on peut effectuer,a partir de —(1/7)(dU,,,/dz), 
le méme calcul que celui qui a été fait a partir de dW,,,/dz. 
Finalement 
“So + pt Cp—1Cp+m—2 4 
np =! 2 dy -o4 2 (—1) germane & (111.37) 


soit, entre autres, 
n-1 
Veg w= (Qn — 2)! D Gy-i-es- (111.38) 


q=0 
III.2.4.4. P.J.£.—Quand & >1, on remplace dans la formule 
(TIT.37) les a,_,~9¢ POT G-1~¢¢- 
Quand & < 1 nous avons a déterminer les /,,, qui sont au nombre 
den + 1. Le processus est équivalent 4 celui suivien P.D.P. (k < 1). 
Les 1, sont alors solutions du systéme 


, 
, 
mn 


n+1 
Dd (1) ph = (nm — ty! tl apie = 0, nm)  (III.39) 


p=1 
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([11.40) 


”—s > 9n 9 
AE bee, 6) aay Se 


2m—2s ~ 28 2 


oe 


prm—s-—l 





en” (t,k’) d 


K’ 
| sn? (t,k’) dn” (t,k’) dt 
J0 
(voir Annexe I[]). 
Notons que 
Z. ee. be (1IJ.41) 


On peut aussi écrire, si / 


—t,t : 
bie 2. An —tt at (IIT.42) 

t=0 
les /* ~~“ étant. am fixé, solutions desn + 1 systémes (t = ,1,2,....2) de 


n — | équations a n — | inconnues 


oy re 
> (Pose EE oe (IIT.43) 


oat (n — t)! ?! 


ou ¢’ varie, d’une ligne a l’autre, de 0 a » et ob 6; est le symbole de 


Kronecker. 

Cette fois encore la résolution des systémes (III.43) peut étre 
effectuée a l’avance. 

Cas limite: 

k =1. Dans ce cas, outre 


ay] —4.q 


n—q 


n—l 
a, yy An-1-qq 


On = ae 
qg=0 n = q 


puisque g, est nul au bord d’attaque. 


Comme, d’autre part, M7,, = (C};/2”)(z/: = 0, on trouve 
lati 
et lip = 


An-1-¢q Templacant a@),_1_4¢¢- 
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TI].2.4.5. P.D.P.—Deux cas sont encore a distinguer. La détermi- 


nation des 4,,,(k > 1) et des 4,, (k <1) se fait toujours selon les 


méthodes utilisées pour les problemes précédents. On obtient, quand 
eS 
- to p ot-1 Cc". 
Any = 0! D Gy, > (—IP (TIT. 44) 
s=0 } 


(2t + 8) 


En particulier 


n 
hen = (2m — 2)! ¥ & 


nn n—-1—8,8 ° 


s=0 


Quand k < 1, les 2; 


‘np Sont solutions du systéme 


n 


> (—1)9Ao8*! = (n — 1 —aile 


a “np “p 


p=1 


(111.46) 


ou les notations sont celles introduites précédemment (III.31) (111.32). 


III.2.5. Expression des uw,, v,, w,, ¢, et 9, 


D’une maniére générale, qu’elles soient les solutions adoptées ou 
qu elles s’en déduisent par les relations de compatibilité, les fonctions 
dU,,9/dz, dV ,9/dz et dW,,./dz sont des combinaisons linéaires de ou 
n + 1 termes ot p varie, les coefficients de ces combinaisons étant 
reliés aux coefficients figurant dans les données. 

Considérons, par exemple, le P.D.E. 

On a 





(—1)"k??—1 
(2? = k?)?. (j] — 





Ye | )"f2p-1 


On peut done écrire, a partir de (II1.5) et (III.8) 


U 9 n 
a = yim 4 
on - aa xy DS Asis 
| T vis p=1 
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les Q,,,, £,,, S,, étant les parties réelles sur l’axe réel de fonctions 
analytiques Q(z), R,.(z), S,.(z), nulles a l’infini ainsi que leur n 
. | np np np # 
premiéres dérivées et dont les dérivées n*™°* sont 
( n 
d = os (—1)"+P 


dz" dala, | 





aR... 
dz” 

ig 
dz" 


D’une maniére analogue on exprime 





(117.49) 





D’aprés (III.8) et (111.47) 
a"1P,, (— 1st 


dz"+l ——=”-1(f2 22)? 4/(1 





d’ou 
De méme 


Donec, 


(III. 


Dans le cas du P.D.E. envisagé, les expressions de w,,~ et g,,* ainsi 
obtenues s identifient, évidemment. avec les données 


‘ex , 


n—-1 


4 
nme 


opel ( / 


’ 3 
g.+ = x Cy 4-5 (= 
: — l - 

6s n \\k 


— § 


Les Q,, et &,, étant théoriquement connus par (III.49), nous 
avons, en définitive, exprimé w,, v, et gy, alors que w,, était donné. 
La connaissance de w,, entraine celle de Cn) (= —2u,) e’est-a-dire du 
coefficient de pression pour |’obstacle considéré. 
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Conservant des notations identiques a (III.48) et (III.53), on 
exprime de méme les Q,,,, f,,,. S,,, des autres problemes. En P.D. les 
S,, ne présentent pas d’intérét, les données portant sur w,, ou g,. 
Pour les mémes raisons on ne s‘intéresse pas aux Q,,, et R,,, des P.I. 

Les fonctions Q,,,, R,,, S,,, qui s’introduisent dans les différents 
problémes et qui sont définies par leur dérivée n'*™® sont toutes, au 
signe prés, des cas particuliers d'une fonction K/;5" satisfaisant a 


np 
d n 


ac" 


np 


nics (— 1)*+977-"()} ws C2)—(9+9)(] _ k2(2)-* (IIT.54) 


(IT1.55) 


Pour éviter toute confusion et distinguer les différents problémes 
nous posons, 


en P.D.E. et P.D.P. (k > 1) 
— ¥. (£,k) — jK2.0,1/2 


nplSo np 


G, (Ek) = Kio? 


np\> np 


Mes b) _ 772,1/2,0 

pone Pipl) , x; 
sh 71,1/2.0 

— G({€) — K ine 


np 


en P.I.E. (k < 1) 
= (8) — — Ky, *"° 


~ 


en P.D.P. 


aL rL1/5 
Qay = I = Ei) 


np 


) < 
_. 76,1/2.8 
— K np } 


sail Ki012 


np 


__ _70,0,1/2 
— K np 


Notons que 
F 


np 8 


= Hi,(é,1) 


~ 


Fig = F(€,1), he 


np 


Quand il ne sera pas nécessaire de préciser nous ferons abstraction 
des indices r, s, t et noterons, plus simplement, K,,, au lieu de K7,3". 
Les K,,, satisfont & un certain nombre de relations de récurrence qui 
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les déterminent toutes dés que les premiéres sont connues (voir 
annexe III). 

On peut également établir des relations entre les K,,, de différents 
problémes (annexe ITI). 

En outre, a partir de 


os... 


L 


dé’ 
on montre aisément que 


K,,, 
Wy 


d’ot l’on déduit qu’a x 


» 


Notons encore que 


[11.3. Obstacles ayant un bord paralleéle a la direction de 
l’écoulement 
[] est intéressant, en P.D.E. et P.I.P., de considérer les obstacles 
indéfinis ayant un bord paralléle a la direction de l’écoulement, 





situés, par exemple, du cdté des x, positifs (Fig. 15) et pour lesquels 
les données aux limites sont. sur la forme en plan, identiques 4 celles 





}. ~. } 2s ” Poe a ‘ a 
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que nous avions dans la méme région pour ]’obstacle symétrique soit, 


en P.D.E.. 


A l’extérieur de la forme en plan, dans le plan z, = 0, 
en P.D.E.. Th 0 
en rar .. €U 0. 


Les deux problémes considérés ici bénéficiant I 
d’additivité que nous avons signalée en [1.5], nous pouvons re- 
constituer l’écoulement autour de lobstacle de forme en plan 
svymétrique [II].2] par simple addition de l’écoulement que nous 
venons d’introduire et de celui qui serait disposé symétriquement par 

) 


rapport a Ox,. Nous pouvons, par le méme procédé et en vertu de la 


ropriété 


méme propriété d’additivité, obtenir des écoulements autour 
d’obstacles dyssymétriques 4 bords rectilignes. Nous réaliserons 
également, par la suite. la troncature latérale des ailes en fléche. 


ITI.3.1. P.D.E. 

Faisant appel, cette fois encore, aux principes de localisation et de 
minimisation des singularités, nous sommes amené, en P.D.E., a 
adopter la solution définie par 


W ne i? 3 
a, i ao k= 6 111.57 


i~ 


Ge 
ou figurent » coefficients 4, 
Procédant comme en [III.2.4.1}, 
coefficients c,_,_, , par les relations 


4... M7 


Cn-1-8,3 


= iT 


avec, en particulier, 


Ecrivant 
( Ill .60) 


on posera 
(III.61) 
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Les F,,,, sont les parties réelles sur l’axe réel des F,,, nulles a l’infini 
ainsi que leurs n premiéres dérivées et dont les dérivées n“™* sont 
d"F,» 
dz” 





De méme, si 


(1IT.62) 


(III.63) 








Les fonctions F,, et G,, sont des cas particuliers des fonctions 
x... = | ed (voir annexe IV) telles que 


_ (—1)"+97"-"(1 as f)-*(1 pe k2¢2)- (z = =) (LIT.64) 


Notons que 


Le potentiel est donné par 
Pn 


117.3.2. P.LP. 


La solution étant 


yt—-lsm 
1)?-# Cy-1 t+n—1 


(t + q) 
avec, entre autres 
Pan = (nr — 1)! » 3 


g=0 
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On a, dans ce cas. 


l n ’ 
w, =a 38, =-2! > 8 (III.70) 
7 p=1 


"| — np X np 


et 
(111.71) 


De méme 
I, = aaa pe ae (III.72) 
7 p=1 
(voir annexe IV). 

Cette solution a été écrite sans que toutes les précautions aient été 
prises pour éviter les singularités des Hj, au voisinage de & = 0. 
Certaines de ces singularités étant inadmissibles, nous indiquerons 
ultérieurement [III.4.2.1] 4 quelles conditions les a,_,_,, doivent 
satisfaire pour qu’elles soient éliminées. 


III.4. Singularités des K,,, et K,,, 


Quand nous avons fait choix des solutions [III.2.3]} [III.3] nous 
avons admis certaines singularités en contradiction avec les hypothéses 
de linéarisation nous réservant la possibilité d’éliminer ces singularités 


moyennant certaines relations entre les coefficients intervenant dans 
les données. 

Les singularités sont, en général, localisées au bord d’attaque de 
lobstacle mais parfois aussi dans le plan xz, = 0 (P.1.). 

Nous allons examiner successivement les différents problémes a 
l’exclusion toutefois du P.D.P. que ]’on traiterait de méme. 


III.4.1. Voisinage de x =k (¢ = 1) 

IIT.4.1.1. P.D.#.—En P.D.E. (k < 1) les F,,, et G,,, sont, parmi les 
F,,, et G,,, les seules qui soient infinies pour z = k. 

D’une maniére générale, si § = 1, on a 

l ] 
~ Ok (Qn — 2) 

Par conséquent v,, et wu, (donc C,,,,)) ne sont finis pour x = k que si 

han = 0 c’est-a-dire, d’aprés (III.28) si 
n—1 


a ¢ 
s=0 


n—1—8,8 ~— 


Dans ce cas, comme on pouvait le prévoir, w,, = 0 au bord d’attaque. 
Cette condition ne peut étre réalisée pour l’écoulement conique 
élémentaire sans que w, soit identiquement nul. 
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A,, =0 (n 41), w, est divisible par {xz, — e(x,/r)}. Plus 
nn n Bae | 2/ 
sénéralement, si w, est divisible par {x, — (ex,/7)\’, les 2,, sont nuls 
2 n 1 2/ 4/5 nD 

pour p >n —v +1. 


En particulier, si 


(III.73) 


(111.74) 


Pour l’obstacle ayant un bord paralleéle a la direction de l’écoulement 
[TIT.31], si é > 1 


Cette fois encore uw, et v, ne sont finis que si 4,, = 0 soit, d’aprés 
(T1T.50), si w, = 0 pour 2 = &. 

Comme dans le cas de l’obstacle symétrique, si w, est divisible par 
(2, — (x,/7)}” les 4,, sont nuls pour p > n —v + 1 et si 


(III.75) 


=—w, 7 ' F.,(é,k). (III.76) 


4 


III.4.1.2. P.D.P. (k < 1)—Au voisinage de & = 1 


| l 
(Qn — 1)f! 4/2 4/ — f° 


, 





oy ( 
ns 


Si Ann = 0 (n = 1), uw, et v, ne sont pas infinis au bord d’attaque. 
Plus précisément, v,, et wu, (done C,,,)) sont nuls pour 2 = k. 

D’aprés (III.33), la condition 2),, = 0 se traduit, sur lesc,_,_,,, par 
la relation 


n—l 


fer 2 N—1—8,8 Ann 
s=0 


a oh = 3 658 2. 0. (III.77) 


Quand les c,_,_,, satisfont 4 (III.77) l’obstacle se trouve a l’angle 
d’attaque idéale. 

ITI.4.1.3. P.J.P. (k <1)—Le comportement des H;,, et H},, pour 
E =~ 1 est analogue a celui des F,,,, et F,,,. On évite l’infini de w, au 
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bord d’attaque en s’imposant que »,,, ou #,,, soit nul, soit d’apres 
(ITI.38) ou (IIT.69) 


n-1 

, 
> Qan-1-¢9 = 0 
q=0 


ce qui entraine que C,,,,,) = 0 pours =k. 


Y 


Plus généralement, si l’expression de C,,,, est divisible par 


{x, — (ex,/7)}” ou {x, — (x,/7)!’, les »,, ou %,, sont nuls pour 


paen—r7+1. 
TIT.4.1.4. P.J.EA. (k < 1)—En P.I.E. w, est infini pour § = 1 car 
, se comporte comme F,,,, savoir 


H 


nh 





H 


si i (2n — 1)!! \ 2 1 (l — £) 


Les profils sont, dans ce cas, a bord d’attaque arrondi. 

Si l, .4; = 0 les profils n’ont plus, pour x = k, une pente infinie 
mais une pente nulle. [ls présentent alors un rebroussement. 

La condition l, ,,., = 0 se traduit, d’apres (III.42) par 


n 


> a 


“nm 


= , = 0 


Nr 


t=0 


les 17°, étant parmi les solutions des systémes (III.43). 


III.4.2. Voisinage de x = 0 (§ = 0 
IIJ.4.2.1. P.J.P.—Dans le cas des obstacles symétriques par 


rapport au plan O7,2,, w, et g, sont. en général, infinis pour § = 0. 
Plus précisément 


Comme 


w,, et g, ne sont finis, pour § = 0, que si 
n 
pi [= l Vey = U. 
p=1 
On montre que cette condition est satisfaite, si n + 1, quand 


, 


Ano, = 9. 


Sin = 1 on ne peut éviter |’infini de cote dans le plan médian. 
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Pour les obstacles ayant un bord paralléle a la direction de |’écou- 
lement on a, au voisinage de § = 0, 


(__41\p—1 =a BAD 
n! 3 (n —1)! ~ 


ii 


Non seulement, w, et g, sont infinis mais w, n’est pas intégrable 
par rapport a &. 
Si nous voulons éliminer le terme en 1/é il faut que 


n 
> (—1)? Pnp = 0 
=] 

soit 


An —1,0 = 0 


L’expression de w,,+ {ou Cy,)} est alors divisible par 25. 
D’autre part, |’élimination du terme en log § impose 


np 


> (—1)"pr,,, = 0 
p= 


ce qui conduit a prendre 


, 


a,-9; = 0 oa. 


Pour que w, et g, soient finis sans que wu, soit identiquement nul 
il faut que » soit au moins égal a trois et que l’expression de 
Cyn)(%1,%_) soit divisible par x,”. 

P.I.E.—Pour § = 0 les H,,, se comportent comme les 
Par conséquent w,, et g, ne sont finis que si 


soit, compte tenu de (IJ1.39) et (ITI.41), si 


C3. = 0 
ou, quand n = 1, si 


En écoulement conique %), = 0 n’entraine aucune restriction sur la 
répartition de pression (constante dans ce cas). Cette condition 
montre toutefois qu’il existe une solution conduisant 4 une cote 
finie parmi l’infinité de solutions dont on dispose. Dans le cas de 
cette solution qui correspond a |’écoulement autour du céne elliptique, 


w, est infini au bord d’attaque. 
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IV. Applications au calcul des ailes 
IV.1. Superposition et composition d’écoulements homogénes 


Définitions: On appelle “‘superposition’’ d’écoulements homogénes 
toute combinaison d’écoulements de ce type correspondant a des 
obstacles ayant méme sommet et méme forme en plan!®. 

On appelle “composition” d’écoulements homogénes toute com- 
binaison d’écoulements de ce type correspondant a des obstacles ayant 
au moins des sommets ou des formes en plan différents. 

En général ‘‘composition”’ et “‘superposition”’ devront étre utilisées 
simultanément en ce sens que plusieurs écoulements homogénes de 
méme ouverture seront nécessaires en un méme point de la composition 
ce qui reviendra a ‘‘composer”’ des écoulements “‘superposés’’. 

Pour les P.D.E. et P.I.P. qui bénéficient de la propriété d’additivité 
déja mentionnée en [1.5], la composition peut étre effectuée sans 
que l’on fasse appel a des écoulements autres que ceux qui ont été 
introduits jusqu’a présent. 

Parmi les cas simples de composition il faut mentionner ceux qui 
permettent l’étude des ailes tronquées latéralement et des ailes 4 bord 
de fuite rectiligne subsonique. 























IV.2. Ailes en fléche effilées a bord de fuite supersonique 


IV.2.1. Superposition d’écoulements homogenes élémentaires 






Envisageons d’abord la superposition d’écoulements homogénes 
élémentaires. 

Considérons par exemple le cas d’un obstacle indéfini, de forme en 
plan symétrique par rapport 4 Oz, (Fig. 11). Supposons plus précisé- 
ment que nous ayons affaire au P.D.E. et que w+ soit donné par 









4.3 NW n=l¢ (ett\" 
i —l1-—s,s _n—1-8 2 7 
wa = — wt == sit Lg es (IV.1 
iat Lr " & 2, L* . ‘ee ) 






ot L est une longueur de référence. 
Si on introduit les coordonnées sans dimensions 


















a bi ere 

i i hy — Lr 
on exprime w* sous la forme 

N n-1 


wr = > pa Cn—1-s,s Et-*—*(eE,)*, 





3 Be a Bie > 
—= >—gt= > > IAN — (e€,)"*Vek,)*.  (IV.3) 


, L” n=1 s=0 (N — 8) 
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Quant au C,,, da aux seuls écoulements de sommet Q, il est donné par 


WV ] C ) ; = 
> pare = c 5 v4 (IV.4) 


ou & = 2/k = &,/é, (voir (III.27) et annexe ITI). 

Par superposition d’écoulements dont le degré d’homogénéité est 
différent nous pouvons donc envisager le cas général de |’aile dont 
l’expression de la surface extérieure est un polynéme en x, x, de 
degré NV, ce polynéme n‘étant plus cette fois homogéne. 

Une superposition du méme genre peut étre effectuée pour tous les 
problémes que nous avons envisagés, que l’obstacle soit symétrique ou 
non. Elle s’applique aux obstacles indéfinis ou aux ailes 4 bord de 
fuite supersonique dans la mesure ot l’on ne porte son attention que 
sur les efforts (P.D.) ou que sur la géométrie (P.I.) de l’aile elle-méme. 
En effet, en vertu de la régle d’influence, les perturbations en aval 
du bord de fuite supegsonique ne se font sentir, en aucune manieére, 
dans la zone située en amont de cette ligne. 

Pour fixer les idées, considérons encore le cas, en P.I.P., de l’aile 
sans épaisseur, vrillée, cambrée, a bord de fuite quelconque superso- 
nique sur laquelle le C+ est donné par 
NV n-l 


= 2 a 
— — x 


n=l g=0 


) om 
> 


—_—_—i 
- 
U 


La pente en direction de l’écoulement est, sur la surface de l’aile, 


(IV.6) 


(voir (111.37) et annexe ITI). 

La fonction f(&,) est arbitraire mais doit étre telle que la surface 
reste voisine du plan x, = 0. 

Si le bord d’attaque est dans le plan x, = 0 


quand & > 1 


» 
- Van €° HH, 41,.9(1,4) quand & <1. 
TT 7 pe 


Si l’on exclut la possibilité pour l’aile de présenter des cotes infinies 
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dans le plan médian, la somme par rapport a m doit commencer, en 
fait, an = 2 et les v,, doivent satisfaire a la relation 


" 
= (—1)?»,, 
p=1 ; 
ce qui restreint la distribution de pression, d’aprés [IT1.4.2.1], a 
G4 ' 


5) 


Enfin si l’on désire éviter que la pente soit infinie au bord d’attaque 
(§, = &,) il faut, d’aprés [ITI.4.1.3], que 
n—l 


y a. “ 5 - ) 


_ n—1-—g.¢ 


qg=t 
pour chaque valeur de n. Le C, est alors nul pour ¢ = 1. 

Dans ce cas, la somme par rapport a p dans w (IV.6)e 
limitée a p = n — 1 puisque »,,, = 0. 

La surface des ailes considérées ici est une portion de |]’obstacle 
indéfini envisagé antérieurement, portion qui, dans le cas des P.E., a, 
en général, une épaisseur non nulle le long du bord de fuite. Si l’on 
désire que les profils soient fermés 4 |’arriére, il faut lier les coefficients 
introduits dans les données par une condition de fermeture tradui- 
sant que g* = 0 au bord de fuite. 


IV.2.2. Superposition d’ecoulements homogenes non 
élémentaires 

Dans le cas des problémes inverses (P.I.) que l'on peut étudier par 
simple superposition d’écoulements homogénes élémentaires, il faut 
noter qua une répartition de pression donnée (P.I.P.) ou a un 
potentiel donné (P.I.E.) correspond une géométrie qui dépend du 
paramétre k soit done de l’ouverture y et du nombre de Mach. 

Si & et + sont fixés, l’aile est bien déterminée et l'on en connait 
la distribution de pression & un nombre de Mach donné. Pour 
connaitre la pression a toute autre vitesse il faut traiter un probleme 
direct d’écoulements homogénes non élémentaires, la géomeétrie 
n’étant pas polynomiale. Toutefois, si l'on a affaire au probleme 
d’épaisseur (P.E.) et si & est inférieur a l’unité, on connait la solution 
de ce probleme d’écoulements non élémentaires. 

En effet, pour un degré d’homogénéité donné, la cote et la pente en 
direction de ]’écoulement sont 


(IV.8 


IV.9 
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ou les J,, dépendent de & alors que les H,, ne dépendent que de 
€ = 2/k = 2z,/2,7. 

Si inversement les /,,, sont maintenant supposés constants, ce sont 
les coefficients x,_,, définissant le potentiel g, et par conséquent la 
distribution de pression qui sont fonction de k. Ls sont donnés 
directement par (III.39) ot les %,' sont connus par (III.40). 

Le coefficient de pression est alors 


Y 1 \ 
Coin) 9 ¥ a ss (IV.10) 
“a * 

Les fonctions H,,,, , (annexe III), pour p <n + 1, s’expriment 
4 l’aide des seules fonctions C* = 4/(1 — §*)et D* = argth v/(1 — 
et des produits de ces fonctions par des polynémes en &°. 

Par un choix judicieux des coefficients /,, on peut, a n donné, 
s’astreindre a ne conserver dans g que les termes C* ou £C* ou &°D*, 
ete. On obtient alors des obstacles indéfinis dont les sections normales 
a la direction de l’écoulement sont affines. 

Si l’on ne garde que les termes en (*, les sections sont elliptiques. 


I] suffit que l’on prenne 


3 * h, etc.... 


On peut donc, par superposition de tels écoulements, envisager des 
ailes 4 sections elliptiques!®***5° 4 profils fermés. Par exemple, si 


on a affaire 4 une aile en delta, de corde médiane égale a c, 4 profil 
médian parabolique. 

Nous avons, dans ce cas, superposé des écoulements homogénes de 
degrés un et deux. Le C, est la somme des C,,,,) et C,(.) connus dés que 
les a,_,, le sont (1V.10). 
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En ajoutant les écoulements correspondant a des obstacles dont 
l’équation des sections ne comporte que des termes £°C*, £4C*, ete. on 
peut réaliser la condition de fermeture sur une courbe non rectiligne. 
Par exemple*, si g> est donné par 





Fic. 16. 
et si a et 6 sont des constantes telles que 
a>l et 


le bord de fuite le long duquel les profils se ferment est constitué 
(Fig. 16) partiellement de la courbe 


Les profils ont un bord d’attaque arrondi. 
La superposition fait ici appel 4 des écoulements homogénes non 
élémentaires de degré inférieur ou égal & quatre. 
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Ce genre de superposition n’a de sens que sik <1. Pourk = 1 
la contribution au coefficient de trainée de la singularité de bord 
d’attaque cf. [IV.8.2] est infinie. Si s > 1 on trouve de méme une 
trainée infinie!®. 

Notons que les fonctions H,,, sont paires et qu'il n’y figure que des 
termes en £*. Par conséquent, la condition de fermeture ne peut étre 
réalisée que le long d’une courbe dont ]’équation ne comporte que des 
termes en 2,?/7? = &,? comme dans |’exemple envisagé ci-dessus. 


(| 
2s 
v 


O 





T 


cae BA 


Si l’on désire fermer les profils le long d’un bord de fuite rectiligne 
d’équation, pour x, > 0, 
Lol 
ee ag 


ad 
‘ 


ou l est une constante, il faut mettre en facteur, dans l’expression de g, 
le terme 


Les profils sont fermés le long des droites ACB’ et A’CB (Fig. 17) 
d’équation 


On ne peut envisager dans ce cas que des ailes en delta (1 = 0) ou a 
bord de fuite non rentrant (OACA’) car si l’on prenait BCB’ comme 
bord de fuite la cote de l’extrados g* serait négative a partir de A’CA 
ce qui est exclus. 
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Ailes en fléche effilées a bord de fuite rectiligne 
subsonique 


Considérons, en P.D.E., le cas des ailes en fléche effilées, 
tronquées, dont le bord de fuite a pour équation quand 2, > 0, 


Zl 
+c—2, = 0. 


a 
‘ 


La grandeur | = tg y/tg w est appelée échancrure, w étant l’angle 


d’ouverture du bord de fuite (Fig. 18). 





FIG. 


L’échancrure est positive, nulle ou négative, selon que l’aile est en 
queue d’hirondelle, en delta ou en fer de lance. 


Sion pose m = 1 — 1, on peut prendre L = c/m comme longueur de 
référence, c désignant la corde médiane. 


Les coordonnées £, et § varient alors de 0 a 1 le long du bord 
d’attaque. 


Sur l’aile, w+ est donné par (IV.2) la cote l’étant par (IV.3). 
La condition de fermeture impose que les c,, 


_1—,., 8atisfassent aux NV 
relations 


N p-—l at | 
VS mn? MS Cnmicss > p-1-rqp—-1—r eee N7 
FS mn-e SF Sartoes”S pare ee ae 


_ n—1l—r 
n=p s=0 NM — S r=s 


Pour l’aile en delta (1 = 0), ces relations s’écrivent 
N n-l 
sy Cn—1-s,5 — 
> = 
n=p s=0 nm —S8S 


(p ~—— PP N). 


Si le bord de fuite est supersonique (k > |I|), C, =C,° est donné par 
(IV.4). 
Dans ce cas, comme dans celui de l’aile en delta, il n’est pas 


nécessaire de faire appel a d’autres écoulements que ceux qui ont été 
superposés en O. 
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Si le bord de fuite est subsonique il faut ajouter des écoulements 
permettant de satisfaire 4 la condition w = 0 en aval du bord de fuite. 
ces écoulements ayant une contribution a la pression sur l’aile. 

Par exemple, si 1 > 0, les écoulements qu’il est nécessaire de 
composer avec ceux de sommet O doivent avoir C pour sommet et w 


pour ouverture. Ils doivent correspondre a l’obstacle de pente 
w= —w. 





Fie. 19. 


Placons-nous dans le systéme d’axes (Fig. 
: a vy ee. 
£, a= &. 


Comme w(x,,x2,) est un polynéme de degré V en x, x, il en est de 
méme de #(Z,,2,). 
Plus précisément 
NV n’—1 


tt_—w=e + D 4._1_,, J (IV.11) 


_~ 


[3 sy n—1l—s 
n=n’ 


n' —-1—3,8 


N 
é Bs nee <% co” —1 —8yypn—n 4 


L’analogie formelle entre w et w permet d’écrire immédiatement le 


coefficient de pression C’, induit sur l’aile par les écoulements de 
sommet C. 
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. < £ DA f ° 3° 
Sif = £/§ et k = ftgw = p# = fr/l, dans le domaine d’influence 


—— 


de C (domaine hachuré sur la Fig. 19), c’est-a-dire pour 1 < \é| — 1/k, 


A 


(€,k) (IV.12) 


n’p\> 


ae 
les 4,,, 6tant donnés en fonction des ¢,,_;_, , de la méme maniére que 
Jes 2, le sont en fonction des c,,_,_,, (111.27). 

Sil < 0, les écoulements composants ont A et A’ comme sommets. 
Ils correspondent a des obstacles ayant des formes en plan, en général 
dyssymétriques et dont les bords d’attaque sont le bord de fuite et le 
prolongement du bord d’attaque de l’aile. Ces obstacles peuvent étre 
considérés comme résultant de la composition de deux obstacles plus 
particuliers ayant un bord paralléle a Oz,. 


IV.4. Ailes en fléche effilées tronquées 


On peut, sans plus de difficultés, envisager de tronquer l’aile 
latéralement’ en faisant appel 4 des écoulements de sommet I et de 
sommet I’ (Fig. 20) correspondant a des obstacles ayant un bord 





paralléle 4 la direction Oz, et tels qu’aprés composition avec les 
écoulements déja introduits, w soit nul a l’extérieur des cordes 
latérales. 

Les troncatures étant ici symétriques, nous ne considérerons que 
l'une d’elles en nous placgant dans le systeme de coordonnées de 
sommet I défini par 





80 . FENAIN 


soit, en posant 


Les écoulements composants de sommet I sont ceux se rapportant 
a la demi-aile située du cété des &, > 0 et pour lesquels 


(IV.13) 


n’=1 s’=0 


n—n’ +s’ 

>. cn =} —*'0) 8p n—n'n 

how ‘n-1-—8 s "j ~n—l—s,8° 
n=n"  3=3" 


Ces écoulements induisent sur |’aile. dans le domaine d’influence de 


I (région hachurée sur la Fig. 20), c’est-a-dire pour —1/k <§ <0 
&,/5,) une contribution au C’, notée C’, et telle que 


9 N n’ 


=- > :" 3 An’ yl n'pl ,k) (1V.14) 


— 
TT n’=1 p=1 


= 
(é —= 


les 4,,, étant donnés, en fonction des é,,_,_,-, par (III.58) on et s sont 
remplacés par n’ et s’. 

Dans le domaine d‘influence de I’ il y a lieu de tenir compte d’une 
contribution au C,, que l’on écrirait facilement par symétrie. 

Sur le modéle de cette composition on peut faire celle en P.I.P., 
pour l’aile en fléche effilée tronquée, 4 bord de fuite subsonique ou 
supersonique sur laquelle le C,, est polynomial en 2,, 2,. Toutefois, 
pour éviter les cotes infinies il faut que l’expression du C’, ne comporte 
pas de termes du type z{~*z, et qu’elle s’annule ainsi que sa dérivée 
par rapport a z, le long de la corde latérale (cf. [III.4.2.1]). 

On ferait de méme une troncature en oblique par rapport a la 
direction de |’écoulement. 


IV.5. Ailes en fleche non effilées a profils constants 


Un autre exemple simple de composition est celui qui conduit, 
toujours en P.D.E., a la détermination du C, sur une aile en fleche non 
effilée (Fig. 21) a profils constants polynomiaux. 

Les sommets de composition sont O, C, I et I’, les contributions de 
sommets I et I’ étant symétriques. 

Si le profil est défini, dans le plan médian, par sa pente 

“a ln \ 
ilk sad ae hes (IV.15) 


oo (n — 
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la pente sur |’aile est 
a ae ae 
ur = ; As 


n=1(m — 1) 


Xv, 


c 


1 


Cette pente est donc une combinaison de termes du type (III.73). 
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La contribution au coefficient de pression des écoulements 
sommet O est donnée, d’aprés (ITI.74), par 


YO 7 
Gy assis rai gn—1 EI 
n—1>1 ni(¢s*) 


La contribution des écoulements réalisant la troncature est, dans le 
domaine d’influence de I (—1/k < — < 0), compte tenu de (III.76) 


(IV.18) 


] 
TC 


(x, — 6), 


Une contribution identique est due aux écoulements de sommet I’ 


dans le domaine d’influence de ce point. 
Enfin, si le bord de fuite est subsonique il faut ajouter des écoule- 


ments de sommet C correspondant 4 l’obstacle d’ouverture y de pente 


N ; 
— ¢! (IV.19) 
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vy 


C 


Le coefficient ” pression di a4 ces écoulements est donné, sur l’aile. 
pour 1 < |é| < 1/k, par 


| 
‘a 


cae A En’ —1 (E 
Yn’ —-1>1 Fyylé 


IV.6. Ailes a profils affins 


Si l’on compose des mouvements homogénes en un nombre fini de 
points de l’axe Oz,, on peut obtenir des ailes a profils affins polygonaux. 





Fie. 25 


A titre d’exemple et en se limitant aux profils en double coin nous 
allons composer en O, D et C (Fig. 22) des écoulements homogénes 


correspondant 4 des obstacles d’ouverture yo, 3, 
Nous poserons 


T, =tgy 


ft 


T/ To =! et 1 


Si P(x.) est un polynéme en x, tel que P(0) = 1, la cote d’un point de 
l’aile est définie, pour x, > 0 et rz, = +0, de la maniére suivante: 
1°—dans O A D 


=9 => Plc 
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2°—dans DAC 


avec 
_— d(l — d) 


3°—en aval de AC 


c* étant la corde courante, on vérifie facilement que dans 
d’axes z,* = 2, — n/t), X2* = 2. — n, et pour z.* = 0 (z, 
1 1 Hi“ 2 2 t 2 2 


e 
gj= -P(n)x,* 
a é 


FY en 
(1 — d) 


La pente du profil z, = » est donnée dans O A D par 


P( i Cc * 


et dans D AC par 


} 


*c* est l’épaisseur absolue maximale du profi 


Dp 


= €f(n) 
La loi d’évolution d’épaisseur est donc fixée directement par le choix 
de F(z)". 

Dans le cas ot P(x.) = 1 | épaisseur relative est constante et les 
profils sont homothétiques. La composition ne fait appel alors qu’a 
des écoulements coniques. 

Aux obstacles composants de cote g, 
écoulements homogénes élémentaires superposés dont 
d’homogénéité varie de 1 a p si p — 1 est le degré de P(z,). 

La contribution au C, de chacun des écoulements composants se 


Jp et 9c correspondent des 
le degré 
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fait sentir dans leur angle d’ouverture si celui-ci est supérieur a 
l’angle de Mach, dans l’angle de Mach dans le cas contraire. 

Les écoulements de sommet C n’interviennent que si le bord de 
fuite est subsonique (k, = Br, < 1). 

On peut envisager, sans plus de difficultés, des profils polygonaux 
ayant un nombre de faces plus élevé et, en passant a la limite, il est 
possible d’étudier par composition intégrale, des ailes 4 profils affins 
ou homothétiques continus®. L’intégration, qui doit étre faite au sens 
de Stieltjes, permet d’envisager des profils constitués d’arcs de courbes 
différentes dont les pentes ne se raccordent pas nécessairement. 

Dans le cadre des profils polynomiaux continus, toutes les fois que 
P(x_) sera choisi de telle maniére que le degré de la loi d’évolution de 
V’épaisseur absolue soit supérieur ou égal 4 celui du profil, le calcul 
pourra étre fait par simple superposition d’écoulements homogénes 
élémentaires de sommet O8. 


IV.7. Ecoulements homogénes non élém entatres 


Pour les P.D.E. et P.I.P. qui bénéficient de la propriété d’additivité 
[1.5] on peut obtenir des écoulements non élémentaires par composition 
d’un nombre fini ou infini d’écoulements homogénes élémentaires de 
méme degré d’homogénéité correspondant a des obstacles de méme 
sommet mais d’ouverture variable et pour lesquels w,, ou u,, sont de la 
forme a(y)a}~'. 

Dans ce type de composition, & est alors la variable. 

Si la composition comporte un nombre infini de termes, l’intégration 
doit étre faite au sens de Stieltjes. 

Nous n’insistons pas davantage sur ce procédé de composition qui 
peut d’ailleurs étre avantageusement remplacé par d’autres méthodes 
dont la méthode de calcul par analogie rhéoélectrique?®*®. 

Pour les écoulements non élémentaires nous ne disposons pas, de 
toute facon, sauf cas particuliers [IV.2.2], d’une formulation systéma- 
tique préparée a l’avance. Notons toutefois que les relations de 
compatibilité et les relations d’Euler, valables dans le cas général, 
sont d’un précieux secours pour la résolution de tels problémes. 


IV.8. Calcul des efforts 


I1V.8.1. Efforts locaux 


Si on désigne par c* la corde d'un profil courant d’abscisse x, et par 
c, le coefficient de portance locale 


® dx, 
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ou c est la corde médiane prise ici comme référence, ce c, est donné par 


4 
are 


gy désignant le potentiel au bord de fuite (P.P.). 
De méme, si c,, est le coefficient de moment de tangage local par 


rapport a l’axe des x», défini par 


l’indice , caractérisant toujours les valeurs prises au bord de fuite. 
En P.I.P., @ étant un polynéme en 2,, x, connu, c, et c,, sont bien 
Y © 1 2 Zz m 


déterminés. 
En P.D.P., sik < 1 


Pn 


. 
Par conséquent, 


| Pn dz, cx 
Compte tenu de (ITI.56) 


a 


9 
ike da, a “1F = Ren ® a 


7 


On écrit de méme, quand k 
° 9 n 
pics is n+l 4 ; 
| dz, a. ae TX) F > Ang E n+2.9(€ Fk). 
Jc 7 p=1 


Le coefficient de moment de tangage par rapport au bord d’attaque 
{x, — (ex,/7) = 0} est 


Par exemple, pour les ailes en fléche effilées 4 bord de fuite rectiligne 
supersonique dont la forme en plan est définie comme en [IV.3] si 


’ Ml sf \s 
~~ 
n—1—8,s 21 (€5) 
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N n-1 C. 
n 


= f(é) + 3 —1—5,8 gn—1-8 


$1 (e&,)* 
n=18s=0(N — 8) 


f(&,) étant arbitraire mais telle que g reste voisin de zéro, le coefficient 
de pression C,, est donné par 


Dp 
C 


+ 4 N n 
p _ , , 
aa Zz ff y z dup FP np(€) 
p=1 


Tn=1 


, 


n+1p($r) 


oe ae | 
am? = npt'n+2,p($F) 
Si k > 1, on obtient des formules analogues, les 4,, et F,, étant 
remplacés par 4,,, et F,,,. 
Par ailleurs 


Les coordonnées &,, et &,, valeurs de &, et € au bord de fuite 
s’expriment, en &,, par 
up =m+ Zé, 
[ee 
Oe te de lé, 
Dans le cas de |’aile en delta 


iv = 1, 
IV.8.2. Efforts globaux 


Si l’on effectue le calcul des efforts globaux par simple intégration 
des pressions on aboutit, dans certains cas, 4 des résultats différents de 
ceux auxquels conduit, par application du théoréme d’Euler, |’esti- 
mation du débit de quantité de mouvement 4 travers une surface 
entourant complétement le corps®”’. 

On montre que la différence des résultats ne porte que sur les forces 
du second ordre donc, en premiére approximation, sur la trainée et 
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qu'elle n’est sensible que si Jes composantes du vecteur vitesse de 
perturbation se comportent, au voisinage du bord d’attaque, comme 
(z — k)-*" ce quia lieu, éventuellement, en P.D.P., P.I.E. et P.D.P., 
quand k < 1, 

Si F, est la force du second ordre®’ 


om 
th =| nv. w) — 2V(W.n)] d= 


ippUy?  ¢ 
ou & est une surface entourant le corps, W étant un vecteur de 
composantes —f*u, v, w et n la normale extérieure 4 la surface =. 
Si = est constituée d’une surface (S) infiniment voisine de l’obstacle 
et d’une surface (S’) entourant le bord d’attaque, |’intégrale prise sur 
(S) s‘identifie avec l’intégrale des pressions, celles prise sur (S’) 
conduisant 4 la force due aux singularités de bord d’attaque. 
C’est cette derniére force que nous allons considérer maintenant. 
IV.8.2.1. Trainée due aux singularités de bord d’attaque rectiligne— 
Supposons que (S’) soit, pour xz, > 0, un céne de sommet O entourant 
le bord d’attaque et que son image dans le plan z soit un cercle de rayon 
e entourant le point z = k. 
Si on pose z — k = kee’, le cdne (S’) est défini par 
= pry 
s =r1r cos 0 
=r sin 6 
avec y = y(w) et 6 = 6(w). 
Les grandeurs r et w peuvent étre prises comme coordonnées. 
Si on note 


— D(x»,%5) ities D(%q,2,) Pee D(2,,2%9) 
' D(r,@) 3 2 D(r,o) . D(r,@) 


les cosinus directeurs de la normale n sont 





rn; = 


1 


Or 
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et, au voisinage de z 


~—esnw+. 


nw 


Le coefficient de trainée due a la singularité de bord d’attaque étant 
noté C,*, on a 


SC,* -| | [n,(V.W) — 2u(W.n)] do 
J(S’) 


ou S est l’aire de la forme en plan. 
Par conséquent 


SC,* 
- 2u(—f?wd, + vd, + wd,)] dr do. (IV.21) 
Quand wu, v, w sont des combinaisons de u,, v,, w, obtenues par 
superposition, on peut écrire, en introduisant une longueur de 
référence L, 
N 
nn 
irae 
et des expressions waite pour v? et w®. 
Si §, = x,/L et si Q,, R,, S, sont les parties réelles de Q,, R,, S,, 
(IIT.5) (IIT. 6) 


+ . 
fed n o Q Q : 
1 nn 
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Les termes intervenant dans (IV.21) sont donc 


N N 
Pay 
— Bru? —_ v? + wv = z > et" (—k?Q,,Q,, ia ig R,, R,, bis S,,5,°) 


n=l n=) 
u( —B*ud, + vd, + wag) 


. en+n’—2 do 
=k DD PQ, (kQ, + F Re 


n=l1n =] 


Pour exprimer définitivement C,* il faut connaitre le comportement de 
Q,,, R,, S$, au voisinage de z = k. 
En P.D.P. 


ws 
Q, Annan — 











ar 
~N 
Ann i = 


Annf/n’n’ 
2(2n — 1)!! (2n’ — l)!le 
m2 (2n — 1)!! (2n’ —1)!! k 2° 








A la limite, quand e tend vers zéro, on a, aprés intégration par 
rapport a w de —7 a +7, 
N N al 4/7 


4 Anntn'n’ 2 
Sc,* = —-k' > 2p dr 


> ee as 1 
T gainer (20 — 1)!! (2n’ — 1)! Jaa” 





Vintégration par rapport 4 r s’effectuant le long du bord d’attaque 
(B.A.). 

Or, sur le bord d’attaque, r = x,7 donc 

rdr = r*z, dz, = 7° LE, dé, 

Dans le cas des ailes en fléche effilées 4 bord de fuite rectiligne de 
forme en plan identique 4a celle définie en [IV.3] on prend L = c/m 
comme longueur de référence de sorte que §, varie, sur le bord 
d’attaque, de 0 4 1. 

Comme S = rc?/m, on trouve, compte tenu de la symétrie par 
rapport 4 Oz, 


* Q}! N N 
C, ae 8k Ann/n'n’ 





T TM nai n’=1 (nm + n’) (2n — 1)!! (2n’ — 1)!! 
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La trainée due aux singularités de bord d’attaque est appelée, en 
P.D.P., “‘trainée de succion’’. Elle disparait si le bord d’attaque est 
sonique (k = 1) ou si les Aj, sont nuls c’est-a-dire [III.4.1.2] quand 
C, n’est pas infini pour z = k. 


En P.LE. 


9 
Q,, = ra lati enntd = 


l,. n+1 


(2n — 1)! 


; : l,., n+1 l 
a ’ aw (2n — 1)!! k’4/(2e) 


l 








R 


n,n+1 





Ss 


2. = 


et, tout calcul fait, 





+1" n' 2’ + en+n’—l JE 
i >; iin - Ips.” me: 


n=1n'=1 (20 
Pour les ailes en fléche effilées & bord de fuite rectiligne 


N N 
1 Ly nsiln’sn’ +1 





wk! mad wi (mn + 0’) (Qn — 1)! (Qn? — I! 


En P.I.E., le C,* est nul si les /, ,., = 0 ce qui a lieu si les profils 
ne sont pas arrondisau bord d’attaque [III.4.1.4] ousik = 1 [ITI.2.4.4]. 

Si lon traite un P.D.E. d’écoulements non élémentaires en se 
fixant les valeurs des /,,, [IV.2.2] et si les /, ,., ne sont pas tous nuls 
C,* > o quand k—> .. 

IV.8.2.2. Intégration des pressions—Outre la trainée due aux 
singularités de bord d’attaque il faut considérer la trainée résultant de 
l’intégration des pressions. Cette intégration des pressions conduit 
également a la détermination de la portance et des moments. 

Notons que les fonctions K,,, et K,, se déduisant les unes des 
autres par récurrence (annexes III et IV) il en est de méme des 
intégrales définies de ces fonctions. En particulier, on connait a 
]’avance et de proche en proche, les fonctions qui s’introduisent, pour 
des ailes de forme en plan donnée, dans le calcul des efforts globaux***. 

Ainsi, dans le cas des ailes en fléche effilées & bord de fuite superso- 


nique d’équation, pour x, > 0, 


* 
2 e m/1—lé 
o,= —=[[c,ax,a%, = —+[4 :| C8, dé, 


S = rc*/m étant la surface de la forme en plan. 
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De méme. 
2 ee [ h 4 1 Cm/1—lé 

cee | Ct, dz, dz, = ——>]} dé | C£,? dé, 
AC's s 77.~ /0 70 


# i 


m 


4 @} fm/1—ls 
E (1 & at 
=| as we, aE, 


mJ0 20 


af 


[ we, Gz, dz, = 


le C,, total étant 
fC wt +0 
en P.D.P., P.I.E., .PD.P. (k < 1). 
C, 
en P.D.E., P.I.P. (k 2 1) et P.D.P., P.L.E., P.D.P. (k > 1). 


On exprime également, en P.D.P., le coefficient de moment de 
roulis. 

Puisque C, et w, quand ils sont exprimés en §, et § seuls sont des 
polynémes en §é,, l’intégration par rapport a cette variable est 
immédiate. On reste en présence d’intégrales du type 

. ree ba ae 
Es =| —— K(é,k) dé. 
o (1— L&)* 
ou la fonction K est une des K,,,. 
Quand / = 0, les fonctions #”” satisfont a la relation 


u 
"(A—8,0) 
2-year. 
s= 


% Ale) — HOw 
Des formules donnant les K,,, (Annexe ITI) on tire celles qui expriment 
(A,m)14 
=m sy. 
On procéde de méme pour le calcul de la contribution aux efforts 
due aux écoulements de bord de fuite® ou aux écoulements introduits ° 
dans la troncature. 


Conclusion 


Nous nous sommes volontairement limité aux cas les plus simples et 
les plus utiles d’écoulements élémentaires ainsi qu’a leurs combinaisons 
les plus courantes. 

On étudie de la méme maniére des problémes pour lesquels les 
données sont mixtes. Par exemple, pour un obstacle ayant un bord 
paralléle 4 la direction de ]’écoulement, u peut étre donné sous forme 
polynomiale sur la forme en plan de l’obstacle et étre nul en amont du 
bord d’attaque, w étant nul a ]’extérieur du bord paralléle 4 Oz,. De 
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tels écoulements, qui peuvent étre calculés a l’avance, permettent. 
par composition, de déterminer, en P.P., la variation de pression due 
& la troncature des ailes en fléche effilées quand, avant troncature, la 
répartition de pression s’‘exprime par un polynéme. Toujours dans 
le cas des ailes en fléche effilées, si le bord d’attaque est supersonique 
et si w est polynomial (P.D.P.) wu lest également, sur l’aile, en amont 
du céne de Mach issu de l’apex. Par conséquent, les écoulements con- 
sidérés ici permettent encore la troncature latérale si la corde extréme 
est totalement en amont du domaine d’influence de l’apex. 

D’une maniére générale on peut envisager des écoulements homo- 
genes du type de ceux auxquels on fait appel dans la théorie des 
écoulements coniques. 

Nous n’avons pas considéré d’écoulements non élémentaires autres 
que ceux pour lesquels des formules sont connues a |’avance, savoir 
ceux quis introduisent naturellement quand les/,, du P.I.E. sont fixés, 
que ces /,, satisfassent ou non a certaines relations [IV.2.2]. On peut 
de méme se fixer et relier entre eux les 4,, du P.D.P. et envisager 
ainsi certains écoulements non élémentaires du P.I.P. 

Nous n’avons fait mention que des superpositions d’écoulements 
appartenant 4 un méme probleme. I] n'y a pas lieu de se restreindre a 
ce genre de combinaison de solutions. On peut, en effet, superposer 
des écoulements de P.D.E. et de P.I.E., des écoulements élémentaires 
et non élémentaires, ete. Le champ d’exploitation se trouve ainsi 
notablement élargi. 

Parmi les applications de la théorie des écoulements homogénes il 
faut citer le calcul du tangage stationnaire (P.D.P.) et du roulis 
stationnaire (P.D.P.)*!%70?752, ainsi que l'étude des déformations®’. 
I] faut mentionner également la recherche des ailes ‘‘adaptées”’ 
présentant un minimum de trainée, certaines conditions de portance. 
de moment, de volume, etc. étant imposées*!* 17748588: 

D’une maniére générale l'emploi de la théorie des écoulements 


homogénes est avantageux dés qu'il est nécessaire d’introduire de 
nombreux coefficients soit pour approcher certaines données, soit 


pour satisfaire 4 certaines conditions. 
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Annexe I 
CALCUL DES M,, ET N,, 
Les fonctions M,,; et N,,; [111.2.4.2] définies par 


et 
M,, =| dn®(t,k’) en*(t.k))dt k= (1 — B) 
/0 


N,, =k en? (t,k’) dn* (t,k’) dt 


2 


se déterminent a l’aide des relations de récurrence suivantes: 
(2) —_ 3)k* Ms = (27 + 1)(1 — 2k?) + 1)M,; + (27 — 1)k*?Mo;_» 
(7 > 1) 
(2 ae k?)P’ = 2K’ 





avec Mi =f at M,= 
(cf. Remarques Annexe II) 

(27 + 3)No;.2 =[(27 + 1) + ) 2)N.; — (27 KAN 55-5 
avec N, = E' —k*K’ et % 
Cas limites 

1°. k= 0 
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Annexe II 


pages pres W,, ut N,, 
Les fonctions M,,; e Ve, (III.2.4.4] définies par 


x, en” (t,k’) 


(t.k’) dn* (t,k’) dt 


satisfont aux relations 
(27 + 1)k'?M,,.. = 2j(1 — 2k*)M,, + (27 — 1)? M;_. (j > 1) 
a E’ — k®K’ 
er”. al 
2j)N., — (2) — 1)k?N5,_ 
__ (2k2 — 1)E" — kK’ 


avec 





Cas limites 
1°. k=0 


Remarques 
—Les M,, (annexe I) s’expriment a l'aide des W,, par 


M,, = 2M, + k'*7M,;,. 
—Quand k = 0 
M, +N, =1. 


Annexe III 


DETERMINATION DES K,,, 


Les fonctions K,,, = K7;3", parties réelles sur l’axe réel des Kj3" 


np np 
dont les dérivées n**™® sont 
d” 


gee’ = (pep — Se — a 
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satisfont aux relations générales suivantes: 
1°. Sit =0 


pea ina? 


2°. Sit #0 
p>2n>4 


= 


(n —1)(n — 2)K,, = 


np 


p>3,n>3 
F a: ee D\}./2R _ 2 81on ¢ 
(2p + 2s — 2)k'*K,,, = [k?2(2p + 28 + 2 
— k'2(2p + 
+ k(2p + 28 + 2t+n —r — 5)Kyy- 
} ZIT Br 
+ k’*K | ae 
Nous pourrions donner d’autres relations générales mais, pour 
simplifier, nous préférons ajouter aux expressions initiales valables 
pour tous les problémes, une relation complémentaire particuliére. 
Au préalable, précisons les quelques fonctions fondamentales a 


l’aide desquelles tous les K,,, peuvent s’exprimer. 
Sik’? == —k" 


a—1,9—1 




















(1 — k?£*) 1 
——_— —; Arc tg 





D(&,k) Arg th 4/(1 — k?&?) 
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Les fonctions 4*, B*, C*, D*, sont égales, quand elles ne sont pas 
nulles, aux fonctions A, B,C, D pourk = 1. 





(P.D.E. 


IP DP. 





| fe +9 1/2 | 
| F.p(6,4) = Kap” | 





(n — 2) [(2n — 7) + 2k 
ok’ — 2)F 








2G. = —2k'2%(n — 3)G,_1.9 
+ [(2n? — 9n + 11) + 2(n — 3)K*]G,_,, 
+ 2h'%(1 — &)G,_ 2.2 
—[(n — 3)k’? + (n — 1)k*%(1 — §)]G,_2 3. 
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<1 








> 4 


(n — 1)(n — 3)F), = (2n — 5)Fyi_1, - 





| 





a. 71,1/2,0 
| Gay(€) = Kyy 

















1H’, — (k2/2k’2)(¢ — D) 


es = [(2k? — 3)/2k')Hy, + 
(Hy, = Hy, — 41 — 2)Hi, — FEED + 3 
| Hg = [(8 — 2)/R*]Hg, + (1/2h"*)Hiy 

— [k(1 — £2)/4k’2]H, — (k2/4k’2)(C — D) 


| 


n >4 
(n — 1)%(n — 2)Hj, = —2k’%(n — 2). | 
+ (n — 2)[(2n — 5) + 2k*)H,_1, 


+ 2h'(1 — E)H. 9 
—[(n — 4)k2 + (n —5 





IV—PJI.E. k <1 
— K —1/2,0 


| 
| H,,(é) “ np | 






































Annexe IV 





M. Fenarw 


= ([k*(n —r + 3p — 6 + 2t) 
—(n—r+p—2]k 


n,p—1 


-p—2 


co ae ae 


>4 


isa 
— (1 — RE)L(n 


Les X,,, s’expriment a l’aide des fonctions C et D définies dans 
annexe III et de la fonction £ telle que 














Notons que 


(voir Annexe III). 





I—P.D.E. 

















La théorie des écoulements a potentiel homogene 














}:2 
2k’? 


, 2? 15, L om 
| A pes + = An +5 4x — 


33 vial 9]:’2 ! kb’ 


(1 + &)A3. 


Remarques 

1°. Les K,,, sont relatives 4 l’obstacle ayant un bord paralléle a la 
direction de l’écoulement et situé du cété des x, positifs. Pour 
obtenir la solution correspondant & l’obstacle disposé symétriquement 
(—7 <2, < 0) il suffit de changer ¢ en —é, 

2°. On établit, sans difficultés, des relations entre les différents 
R,,,- Notons simplement 





INSTATIONARE GRENZSCHICHTEN HINTER 
VERDICHTUNGSSTOSSEN UND 
EXPANSIONSWELLEN 


von E. BECKER 


Aerodynamische Versuchsanstalt, 
s6ttingen, West Germany * 


Ubersicht—Es wird ein Uberblick tiber eine bestimmte Klasse von 
instationiren, kompressiblen Grenzschichten gegeben, die u.a. dann 
auftreten, wenn Verdichtungsstésse oder Expansionswellen an festen, 
ebenen Wanden entlangwandern(Stos swellenrohr, Rohrwindkanal). Mit 
vereinfachenden Annahmen werden die Grenzschichtgleichungen fiir 
laminare Strémung mitgeteilt und ihre Losungen fiir verschiedene Sonder- 
fille (unstetige Welle, stetige Expansionswelle) diskutiert. Anschliessend 
wird ein Uberblick tiber die fiir turbulente Strémungen nach dem 
Impulsverfahren gewonnenen Ergebnisse gegeben. Schliesslich werden 
verwandte Grenzschichtstromungen kurz erértert und abschliessend 
einige Versuchsergebnisse mitgeteilt. 


Bezeichnungen 


Schallgeschwindigkeit im ruhenden Gas vor einer Welle 
Bezeichnung von Unstetigkeiten in der Naherungslésung nach 
dem Integralverfahren (Kap. 5 und 7, Abbildungen 20, 21, 22, 
23, 29) 

Wandreibungsbeiwert (Gl. 36) 

spezifische Warme bei konstantem Druck 

dimensionslose Stromfunktion (Gl. 14) 

Koeffizientenfunktionen in der Reihenentwicklung von f(&,f), 
gemiass Gl. 58 

Abminderungsfaktor fiir die turbulente Grenzschichtdicke 
hinter einer unstetigen Welle gegentiber der entsprechenden 
Rayleigh-Grenzschicht (Gl. 78) 

dimensionslose Stromfunktion nach Gl. 27 
Koeffizientenfunktionen in der Reihenentwicklung von g(o), 
gemass Gl. 31 

dimensionslose Stromfunktion nach Gl. 33 


* Jetzt: Institut fiir angewandte Mathematik und Mechanik der Deutschen 
Versuchsanstalt fiir Luftfahrt. Friedrichstr. 37, Freiburg/Brsg. West Germany. 
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durch Gl. 75 definierte Funktion fiir die turbulente Grenzschicht 
Funktion G(&) fiir den Spezialfall der turbulenten Grenzschicht in 
und hinter einer stetigen Expansionswelle 

Formparameter der Grenzschicht nach Gl]. 86 

Enthalpie 

Abstand von der unstetigen Welle 

Machzahl : 

Exponent im Wandschubspannungsgesetz (Gl. 87) 

Nusseltzahl (Gl. 52) 

statischer Druck 

Prandtlzahl 

pro Zeit und Flacheneinheit von der Wand tibergehende Warme 
Warmeiibergangsfunktion nach Gl. 64 

Temperaturverteilung infolge der Reibungswarme (Gl. 43) 
Recovery-Faktor (Gl. 44) 

Reynoldszahl nach Gl. 37 

mit der Lange / gebildete Reynoldszahl (Gl. 40) 

in Kap. 7: wandparallele Koordinate nach Gl. 85 
Temperaturverteilung infolge der iibergehenden Warme (Gl. 43) 
Zeit nach Ingangsetzen des Stromungsvorganges 

Zeit, die an einem bestimmten Ort vergangen ist, seit der Kopf 
der Welle diesen Ort tiberstrichen hat, beim Rayleigh-Problem: 
Zeit nach Ingangsetzen der Bewegung 

absolute Temperatur 

Geschwindigkeit parallel zur Wand 

Geschwindigkeit einer unstetigen Welle 

Geschwindigkeit senkrecht zur Wand 

Koordinate parallel zur Wand 

Koordinate senkrecht zur Wand 

gleichwertiger inkompressibler Wandabstand (Gl. 10) 

in der Zustandsgleichung auftretende Funktion von Druck und 
Temperatur (Gl. 5) 

in dem Ansatz fiir die spezifische Warme auftretende Funktion 
von Druck und Temperatur (Gl. 6) 

in dem Ansatz fiir die Zihigkeit auftretende Funktion von 
Druck und Temperatur (Gl. 7) 

im Zusammenhang mit Gl. (88) naher erlauterte Konstante fur 
das Problem von Kap. 7 

Grenzschichtdicke 

Verdrangungsdicke (Gl. 69) 

in Einheiten von o gemessene Grenzschichtdicke 

6g der Rayleigh-Grenzschicht 

dimensionslose Koordinate senkrecht zur Wand nach Gl. 1] 
dimensionslose Temperatur nach Gl. 15 

Koeffizientenfunktionen in der Reihenentwicklung von #, 
gemass Gl. 60 

Impulsverlustdicke nach Gl. 70 

Impulsverlustdicke nach Gl. 66 

Verhiltnis der spezifischen Warmen, fur Luft « 
Warmeleitfahigkeit 

dynamische Zihigkeit 
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kinematische Zahigkeit 
dimensionslose Koordinate parallel zur Wand nach Gl. 9 
Dichte 
Ahnlichkeitsvariable fiir die Grenzschicht nach Gl. 25 und 26 
Variable nach Gl. 32 
Schubspannung 
Wandschubspannungsfunktion nach Gl. 63 
durch Gl. 67 definierte Grenzschichtdicke 
Stromfunktion (Gl. 12, 13, 14) 
Warmetibergangszahl (Gl. 51) 
Indices 
ohne Index Gréssen in der Grenzschicht 
Bezugsgréssen (vgl. Kap. 2.2) 
Gréssen ausserhalb der Grenzschicht 
Gréssen an der Wand 
Hinweis auf die entsprechend numerierten Strémungsgebiete 
beim Stosswellenrohr bzw. Rohrwindkanal (vgl. Bild 1, 3, 27) 


1. Einleitung 


Der vorliegende Bericht soll einen Uberblick geben iiber eine 
bestimmte Klasse von instationiren, kompressiblen Grenzschichtstr6- 
mungen, die an festen Wanden u.a. dann entstehen, wenn sich lings 


dieser Wande Verdichtungsstésse oder Expansionswellen bewegen. 
Das Interesse an diesen Grenzschichten wurde in den letzten Jahren 
besonders deshalb geweckt, weil sie in Stosswellenrohren und verwand- 
ten Versuchseinrichtungen, die immer haufiger zu aerodynamischen 
Untersuchungen herangezogen werden, eine wichtige, meist stérende 
Rolle spielen. 


1.1 Stosswellenrohr 


Unter einem Stosswellenrohr’’.?7.44 yversteht man bekanntlich ein 
zylindrisches Rohr, in dem ein anfangs ruhendes Gas hohen Druckes 
von einem ruhenden Gas niedrigen Druckes durch eine Membran 
getrennt ist (Abb. 1). Nach Zerstéren dieser Membran entsteht der 
in Abb. 1 skizzierte Stromungsvorgang (die urspriingliche Lage der 
Membran ist durch M gekennzeichnet). Das Gebiet 1 enthalt ruhendes, 
von dem ganzen Vorgang noch nicht erfasstes Gas niedrigen Druckes. 
An dieses Gebiet schliesst mit einem in der Abb. 1 nach rechts 
wandernden Verdichtungsstoss ‘‘Vst’’ das Gebiet 2 an, in dem das 
urspriingliche Niederdruckgas auf einen héheren Druck komprimiert 
ist und mit einer gewissen Geschwindigkeit w., nach rechts strémt. 
Die Grenze gegen das Gas vom anfangs hohen Druck ist die Kontakt- 
unstetigkeit “KF’’, die mit der Gasgeschwindigkeit uw. nach rechts 
wandert. Im Gebiet 3 befindet sich Gas, das urspriinglich unter dem 
hohen Druck stand, nun aber durch eine nach links laufende, stetige 
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Expansionswelle 4 auf denselben Druck und dieselbe Geschwindigkeit 
u, expandiert ist, auf die das Gas im Gebiet 2 durch den Verdich- 
tungsstoss ““Vst’’ komprimiert ist. Die Expansionswelle 4 lauft in das 
von dem ganzen Vorgang noch nicht erfasste, ruahende Hochdruckgas 


5 hinein. 

















x 


Ass. 1. Str6mungsvorgiinge im Stosswellenrohr. 


Solange man die Grenzschichten an der Rohrwand vernachlassigen 
kann, ist dieser Stromungsvorgang im Stosswellenrohr so beschaffen, 
dass der StrOmungszustand nur von 2/t abhangt, d.h. dass er lings 
aller vom Nullpunkt des z-t-Diagramms ausgehenden geraden Linien 
konstant ist. Speziell hat man in dem gesamten Gebiet 2 und auch in 
3 konstanten Stromungszustand. 

Diese fiir die Verwendung des Stosswellenrohres im allgemeinen 
erwiinschte Konstanz wird nun durch die an der Rohrwand mit der 
Zeit anwachsenden Grenzschichten gestért. Diese Grenzschichten 
erzeugen in den Gebieten 2, 3, 4 zusatzliche Wellen, die sich dort nach 
beiden Richtungen ausbreiten. Die wesentlichen Wellen in Gebiet 2 
sind z.B. Expansionswellen (Mirels5*»5*), die durch eine auf die 
Rohrwand gerichtete Normalgeschwindigkeit am Grenzschichtrand 
erzeugt werden und, im Potentialstromungskern des Gebietes 2 nach 
rechts laufend, den Verdichtungsstoss einholen. Hierdurch wird der 
Verdichtungsstoss mit der Zeit immer schwiacher. Abb. 2 gibt einige 
Messergebnisse zu diesem Effekt. Fiir ein bestimmtes Stosswellenrohr 
ist in dieser Abb. das Verhiltnis des Druckes p, direkt hinter dem 
Verdichtungsstoss zu seinem theoretischen Wert po) aufgetragen. 
Die Abszisse ist jeweils der Abstand des Verdichtungsstosses vom 
urspriinglichen Ort der Membran, sie ist also ein Mass fiir die Zeit, 
die seit Zerstdrung der Membran vergangen ist. Die verschiedenen 
Teilabbildungen unterscheiden sich durch das Anfangsdruckver- 
haltnis p;/p, und somit durch die Starke des Verdichtungsstosses. 





‘(z,pun zgyouu) 
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Je kleiner p;/p, ist, desto schwacher ist der Verdichtungsstoss. Wie 
schon erwahnt, sinkt der Druck p, und damit die Starke des Verdich- 
tungsstosses mit zunehmender Lauflange des Stosses, fiir die hohen 
Stossstérken (Abb. 2d) etwas mehr als fiir die niedrigen (Abb. 2a). 


1.2 Rohrwindkanal 

Eine dem Stosswellenrohr verwandte Versuchseinrichtung ist der 
Rohrwindkanal (Ludwieg**:#, Becker’). Abb. 3 zeigt das Prinzip 
eines solchen Kanals. Er besteht aus einem zylindrischen, mit 














ABB. 3. Stromungsvorgange im Rohrwindkanal. 


Druckluft gefiillten Rohr, das am einen Ende fest verschlossen ist, 
am anderen Ende in einer auf, paralleles Ausstromen konstruierten 
Lavaldiise endet. Vor der Lavaldiise wird ein schnell zu 6ffnender 
Verschluss angebracht, z.B. eine Membran, die gesprengt werden 
kann. Nach Offnen dieses Verschlusses lauft eine Expansionswelle 
von der Diise weg in die Druckluft hinein und erzeugt hinter sich eine 
stationare Unterschallstro6mung. Diese Zustr6mung zur Diise wird 
dort auf Uberschallgeschwindigkeit beschleunigt, vorausgesetzt dass 
der Uberdruck im Rohr vor Offnen des Verschlusses geniigend gross 
war. In dem parallelen Uberschallstrah! der Diise kénnen dann 
Messungen vorgenommen werden. 

Die Stroémungsverhiltnisse im Rohr dieses Windkanales entsprechen 
genau denjenigen im Hochdruckteil eines Stosswellenrohres. Die 
Strémungsgebiete 3, 4, 5 in Abb. 3 entsprechen den analog bezeichne- 
ten Gebieten in Abb. 1. Genau wie beim Stosswellenrohr ist der 
Strémungszustand bei Vernachlassigung der Grenzschicht an der 
Rohrwand im Gebiet 3 und damit auch die Strémung in der Wind- 
kanaldiise konstant. Diese konstante Strémung in der Diise wird 
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bei Vernachlassigung der Grenzschicht erst dann unterbrochen, wenn 
die am verschlossenen Rohrende reflektierte Expansionswelle die 
Diise wieder erreicht. Bei Beriicksichtigung der Grenzschicht wird 
die Konstanz der Strémung jedoch laufend gestért. Die Grenzschicht 
erzeugt nimlich an ihrem Rande in den Gebieten 3 und 4 eine von der 
Rohrwand weggerichtete Normalgeschwindigkeit, die die Aussendung 
von Kompressionswellen verursacht. Diese Wellen erzeugen u.a. ein 




















Ass. 4. Ruhedruckverlauf in der Diise eines Rohrwindkanals (nach‘). 

Ausgezogene Kurve: reibungsfreie Strémung. Punkte: Messwerte. ¢,,: 

Zeitpunkt der Ankunft der am verschlossenen Rohrende reflektierten 
Welle in der Diise. 


allmahliches Absinken des Ruhedruckes der Diisenstromung in der 
Zeit zwischen Offnen des Verschlusses und Ankunft der am ver- 
schlossenen Rohrende reflektierten Expansionswelle. In dieser Zeit 
sollte im Idealfall der Ruhedruck konstant sein. 

Abbildung 4 enthilt Messergebnisse vom Ruhedruckabfalil an 
einem kleinen Versuchsmodell eines Rohrwindkanals von 16 m Lange 
und 30mm Rohrdurchmesser (Becker?). Die ausgezogene Kurve 
stellt den Ruhedruckverlauf der Diisenstr6mung tiber der Zeit nach 
Verschlusséffnen im reibungsfreien Idealfall dar. Der Druck sinkt 
erst nach Ankunft der reflektierten Welle ab. Die eingetragenen 
Messpunkte zeigen dagegen, dass schon sofort nach Offnen des 
Verschlusses der Ruhedruck zu sinken beginnt. Die Ursache hierfiir 
ist, wie oben erwahnt, die Ausbildung der Grenzschichten an der 
Rohrwand. Eine Abschaétzung des stérenden Effektes dieser 
Grenzschichten setzt die Kenntnis der Grenzschichtentwicklung in 
Abhangigkeit von Ort und Zeit im Rohrwindkanal voraus. 
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1.3 Ubersicht iiber den Inhalt des Berichtes 


Die reibungsfreien Str6mungen in Stosswellenrohr und Rohrwind- 
kanal sind Sonderfille einer allgemeineren Klasse von eindimensio- 
nalen, instationiéren Stromungen, die sich dadurch auszeichnen, dass 
alle Str6mungsgréssen nur von der einzigen unabhingigen Variablen 
z/t abhingen, d.h. dass alle Stromungsgréssen auf geraden Linien, 
die durch den Nullpunkt der 2-t-Ebene gehen, konstant sind. Uber 
die durch solche Str6mungen erzeugten instationiren, kompressiblen 
Grenzschichten soll im folgenden ein Uberblick gegeben werden. 
Hierzu werden zunichst die fiir soleche Grenzschichten bei laminarer 
Stromung giiltigen Grenzschichtgleichungen mit gewissen einschran- 
kenden Annahmen und Vernachlassigungen hergeleitet. Anschliessend 
werden die aus diesen Gleichungen gewonnenen Ergebnisse fiir den 
Sonderfall einer unstetigen Welle (Verdichtungsstoss oder fiktive, 
unstetige Expansionswelle) diskutiert. Dasselbe geschieht dann fiir 
die durch eine stetige Expansionswelle erzeugte Grenzschicht. 
Hiernach werden turbulente Grenzschichten nach dem Impulsver- 
fahren behandelt, und zwar einmal fiir die unstetige Welle und dann 
fiir die stetige Welle mit einer Anwendung auf die vollstandige, 
turbulente Str6mung im Rohrwindkanal. Im folgenden Kapitel wird 
ein stark vereinfachtes Modell der Stroémung im Stosswellenrohr 
erdrtert. Dieses Modell enthalt ausser der Stromung beim hydrau- 
lischen Dammbruchproblem als Spezialfille noch einige andere 
instationire Stromungen, fiir die schon mehrfach die Grenzschichtent- 
wicklung studiert worden ist. Den Abschluss bildet ein kurzer 
Uberblick iiber einige experimentelle Ergebnisse. 

Eine tabellarische Ubersicht iiber die in dem Bericht behandelten 
Grenzschichtstr6mungen findet sich in Abb. 33. 


2. Laminare Grenzschichtgleichungen 


2.1 Grenzschichtgleichungen und Annahmen 

Der theoretischen Behandlung der lJaminaren Grenzschichten 
werden folgende Gleichungen zugrunde gelegt (Bezeichungen: vgl. 
Abb. 5): Bewegungsgleichung: 
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Kontinuitatsgleichung: 


(3) 





Hierbei hat d/dt die Bedeutung der ‘‘substantiellen” Ableitung nach 
der Zeit, also 
(4) 



































ABB. 5. Bezeichnungen. 


Die Gleichungen 1 bis 3 gelten ftir zweidimensionale, instationare 
Grenzschichten unter den folgenden iiblichen Voraussetzungen: 

1. Die Wand, an der sich die Grenzschicht ausbildet, ist eben. Die 
Ergebnisse der Theorie kénnen mit dieser Annahme nur dann auf die 
Stromung im Stosswellenrohr oder Rohrwindkanal tibertragen werden, 
wenn die Grenzschichtdicke klein gegentiber dem Rohrradius ist. 

2. Der Druck in der Grenzschicht hingt nicht vom Wandabstand z 
ab; er wird der Grenzschicht von der Aussenstr6mung aufgepragt 

3. Die Diffusion von Impuls und die Warmeleitung in wand- 
paralleler (x—) Richtung sind vernachlassigt. (Eine eingehendere 
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Diskussion der Giiltigkeit dieser Grenzschichtannahmen speziell fir 
die Str6mung im Stosswellenrohr findet sich bei Trimpi und Cohen”.) 

Fiir die in diesem Bericht betrachtete Klasse von laminaren 
Grenzschichtstromungen werden zusatzlich noch folgende Annahmen 
gemacht: 

4. Die Strdémung ausserhalb der Grenzschicht hingt nur von 2/t 
ab.—Damit vernachlassigt man bei der Anwendung auf das Stoss- 
wellenrohr oder den Rohrwindkanal z.B. die durch Anderungen der 
Aussenstrémung infolge zeitlichen Anwachsens der Grenzschicht 
erzeugten Rickwirkungen auf die Grenzschicht. 

5. Die Wandtemperatur hangt nur von z/t ab.—Die Giiltigkeit 
dieser Voraussetzung im Stosswellenrohr wurde schon mehrfach 
untersucht (z.B. von Mirels®®.5*, Martin®’). Das Ergebnis lasst sich 
folgendermassen zusammenfassen: Wenn die Wand des Stosswellen- 
rohres aus gut wirmeleitendem Materia] besteht (Metall), dann 
behalt die Wandtemperatur praktisch den Wert bei, den sie vor 
Ingangsetzung der Strémung hatte, und kann somit als konstant 
betrachtet werden. Diese Voraussetzung wird in diesem Bericht 
stindig benutzt werden. Sie ist nur dann nicht erfillt, wenn entweder 
die Wand ein sehr schlechter Wiarmeleiter ist, oder wenn die Stoss- 
stirke im Stosswellenrohr extrem gross ist (quantitative Angaben 
hierzu in®°), Aber selbst in diesem Falle ist die Wandtemperatur in 
dem Gebiet 2 des Stosswellenrohres noch konstant, wenn auch nicht 
gleich ihrem Wert vor Ingangsetzen der Strémung. (Dies gilt aller- 
dings nicht mehr bei turbulenter Stromung®*°®.) 

6. Simtliche in den Grenzschichtgleichungen vorkommenden 
Zustandsgréssen und Stoffeigenschaften des Gases sollen durch Druck 
und Temperatur des Gases festliegen. Dies setzt voraus, dass sich 
das Gas an jedem Ort im thermodynamischen Gleichgewicht befindet: 
Relaxationseffekte werden also vernachlassigt. Bei der Anwendung 
auf das Stosswellenrohr sind durch diese Annahmen ausserdem 
solche Fille ausgeschlossen, in denen das Hoch- und das Niederdruck- 
gas voneinander verschieden sind. Effekte, die von einer solchen 
Verschiedenheit herriithren, darunter auch chemische Reaktionen 
zwischen den beiden Gasen, kénnen sich im Rahmen der Grenz- 
schichtnaherung allerdings nur in dem Gebiet zwischen der Kontakt- 
unstetigkeit und dem urspriinglichen Ort der Membran bemerkbar 
machen. Hierauf wird im Zusammenhang mit der Formulierung der 
Randbedingungen noch eingegangen werden (§2.4). In einer Arbeit 
von Trimpi und Cohen” ist im tbrigen nach einem Naherungs- 
verfahren die laminare Grenzschicht in einem Stosswellenrohr auch 
fiir den Fall berechnet, dass Hoch- und Niederdruckgas verschieden 
sind, nimlich Helium bzw. Luft. 
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2.2 Vereinfachungen und Ansatze 


1. Es wird ein bestimmter Bezugszustand des Gases definiert. 
Druck, Dichte, Temperatur, spezifische Wirme (bei konstantem 
Druck) und Zahigkeit in diesem Zustand werden mit pp», 09, T'o, Cy9; 
Mo bezeichnet. Ausserdem wird eine bestimmte Bezugsgeschwindigkeit 
uy eingefiihrt. Diese durch den Index 0 gekennzeichneten Bezugs- 
gréssen haben den Zweck, aus dimensionsbehafteten Grédssen 
dimensionslose zu machen. Durch geeignete Wahl dieser Bezugs- 
grdssen kann in Spezialfillen die Rechnung vereinfacht werden. 

2. Die Zustandsgleichung des Gases und seine Stoffeigenschaften, 
die nach der Annahme 6 aus §2.1 nur von Temperatur und Druck 
abhangen, mogen in folgender Form vorgegeben sein: 
Zustandsgleichung: 


| p 
= (T/T, p[Po) *- 7 
<0~ 0 


oT 
Spezifische Warme: 


B( T/T), p/Po) ° Coo: 
Zahigkeit: 
y( rid“ P| Do) * Uo’ fh 
Prandtlzahl: 
u 


Pr = — = Pr (T/T), p/p»). 
A 


Fiir ein thermisch ideales Gas ist « = 1. Dies ist fiir die meisten 
Gase eine gute Naherung, solange die Temperatur nicht so tief ist, 
dass die Van der Waalsschen Krafte eine Rolle spielen, bzw. nicht 
so hoch, dass Dissoziation einsetzt. Wenn « = 1, ist 8 eine Funktion 
von T/T, allein: 6 = §(7/T,). Fur ein thermisch und kalorisch 
ideales Gas wird auch 8 = 1. Bei einem solchen Gas Andert sich die 
Zahl der angeregten Freiheitsgrade der Molekeln im untersuchten 
Temperaturbereich nicht. 

Weitere Vereinfachungen ergeben sich, wenn man y und Pr konstant 
annimmt; durch Wahl eines geeigneten Bezugszustandes kann man 
dann ohne Einschriankung der Allgemeinheit y = 1 setzen. 

Diese Vereinfachungen werden im vorliegenden Bericht mit weni- 
gen Ausnahmen, auf die dann besonders hingewiesen wird, benutzt 
werden. Zuvor sollen allerdings die Ansitze dieses Kapitels (Gl. 5 
bis 15) in ihrer allgemeinen Form in die Grenzschichtgleichungen 
1 bis 3 eingesetzt und diese Gleichungen dadurch in zwei Gleichungen 
fiir die dimensionslose Stromfunktion f (Gl. 14) und Temperatur- 
verteilung # (Gl. 15) umgeformt werden. 
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3. In Anbetracht der Voraussetzungen 4 und 5 aus §2.1 und weil 
spater gezeigt wird, dass unter diesen Voraussetzungen auch in die 
Randbedingungen nur die Variable x/t eingeht (§2.3), liegt es nahe, 
x/t als neue unabhiangige Variableeinzufiihren. Aus Zweckmissigkeits- 
griinden wird hier aber die dimensionslose Grésse 


E=1 — x/ugt (9) 
als Variable eingefiihrt. 

4. Es ist schon seit langerer Zeit bekannt, dass sich die kompressib- 
len Grenzschichtgleichungen vereinfachen lassen, wenn man die 
Koordinate z senkrecht zur Wand in geeigneter Weise verzerrt, 
indem man namlich anstelle von z die neue Koordinate z’ gemiss 


(10) 


einfiihrt15.32,35,54, Die Bedeutung von z’ wird einigermassen durch die 
Bezeichnung “‘gleichwertiger inkompressibler Wandabstand”’ getroffen. 

5. Bei laminaren Grenzschichten wachsen die Grenzschichtdicken 
bekanntlich proportional zu 4/t, wenn t die vom Beginn des Stro- 
mungsvorganges aus gerechnete Zeit bedeutet. Eine weitere 
Vereinfachung ergibt sich daher in unserem Falle dadurch, dass die 


neueingefiihrte Koordinate z’ mit der Grdsse /(rpt), welche die 
Dimension einer Lange hat, dimensionslos gemacht wird. Man 
erhalt dann 


(11) 


Hierbei ist 1 = Uo/ do. 

6. Die Kontinuitatsgleichung fiir ebene Stromungen (GI. 3) kann 
durch Einfiihrung einer Stromfunktion y befriedigt werden, aus der sich 
die Geschwindigkeitskomponenten wu in 2-Richtung, w in z-Richtung 
durch Differentiationen ergeben: 


(12) 
l: 
0 Ox \ 


7. Fur die Stromfunktion y wird jetzt folgender Ansatz gemacht 
(Becker?, Cohen?®). 
y = ty’ 4/(vot) > f(E,6). (14) 


Analog wird fiir die Temperaturverteilung angesetzt: 


T/T, = 9,0). 
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2.3 Reduktion der Grenzschichtgleichungen von 3 auf 2 
unabhangige Variablen 


Die Berechtigung der Ansitze 14 und 15 fiir Stromfunktion und 
Temperaturverteilung ergibt sich dadurch, dass nach Einsetzen in die 
Gleichungen 1 und 2 (die Kontinuitatsgleichung 3 ist durch Einfiih- 
rung der Stromfunktion y identisch erfillt) zwei Gleichungen fir f 
und # entstehen, die nur noch die unabhiingigen Variablen € und ¢ 
enthalten. Da auch in die Randbedingungen nur § und ¢ eingehen 
(vgl. §2.4), ist also durch unsere Ansitze mit den oben formulierten 
Annahmen das Problem von den urspriinglich drei Variablen 2, z, t 
auf die zwei Variablen &, ¢ zuriickgefiihrt. 

Bevor diese beiden Gleichungen fiir f und ? angegeben werden, sei 
hier darauf hingewiesen, dass zu ihrer Herleitung die Enthalpie 7 in 
Gl. 2 durch die Zustandsgrédssen 7’, p, o in folgender Weise ersetzt 
wird: 

di dT ou dp ” 
at > ae * Sp at 


Nun gilt aber aus thermodynamischen Griinden 
- o(In «) 
o (In #) 


(vgl. z.B.4°, Formel 1.53). 
Unter Beriicksichtigung von (16) und (17) erhalt man nach langerer 
Rechnung: 


dln « 
ie Th 


2 {t 7] i Re By od YUo (= af 
"py \B OC \x Pr df Cool p%P 


In diesen Gleichungen ist der Druckverlauf p,/p) durch die Aussen- 
stroémung gegeben 1 und somit bekannt. Die Gréssen «, 8, y und Pr 
sind nach Gl. 5 bis 8 als bekannte Funktionen dieses gegebenen 
Druckverlaufs p../p, und der Temperaturverteilung # anzusehen. Gl. 
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18 ist mit Gl. 19 auf zwei verschiedene Weisen verkniipft: erstens 
geht in das erste Glied auf der rechten Seite von (18) die Tempera- 
turverteilung # direkt ein. Zweitens geht 9 aber auch iiber « und y in 
Gl. 18 ein. Falls « und y konstant sind, besteht nur noch dann eine 
Koppelung zwischen (18) und (19), wenn der Druckverlauf p,./p, 
wirklich von § abhingt. Ist ausser « und y auch der Druckverlauf 
P./Po konstant, dann ist Gl]. 18 von Gl. 19 entkoppelt und man kann 
die dimensionslose Stromfunktion f unabhingig von der Tempera- 
turverteilung # berechnen. Gl. 19 ist dann mit der zusitzlichen 
Annahme f = const. eine lineare Gleichung fiir #. Dieser einfachste 
Sonderfall in der hier betrachteten Klasse von Grenzschichtstré- 
mungen wird in Kapitel 3 dieses Berichtes naiher erértert werden. 


2.4 Randbedingungen 

Es miissen nun noch die Randbedingungen fiir die Gleichungen 18 
und 19 formuliert werden. Diese Randbedingungen bestehen darin, 
dass die Geschwindigkeit an der Wand verschwinden und in grosser 
Entfernung von der Wand in diejenige der Aussenstrémung tibergehen 
muss. Die Temperatur muss fiir grosse Wandentfernung in die ° 
Aussentemperatur tibergehen, direkt an der Wand muss sie mit der 
Wandtemperatur tibereinstimmen. Da nach Voraussetzung 4 von 
§2.1 die Aussenstrémung nur von £(= 1 — x/uot) abhangt, geht 
offenbar auch in die Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit und 
damit fiir die Stromfunktion ausser { nur noch die Variable é ein. 
Entsprechendes gilt fiir die Randbedingungen der Temperatur, da 
sowohl die Aussentemperatur als auch die Wandtemperatur nach den 
Voraussetzungen 4 und 5 von §2.1 nur von é abhangen. 

Formelmassig lassen sich diese Randbedingungen wie folgt 
ausdriicken: 
An der Wand, ¢ = 0: 


Dies lasst sich auch durch oF 
f =— ~ = 
e 0g 


ersetzen. Ausserdem: 
ey, Gh. 0 = T/T 5. 


. > . . .- 
Beim Ubergang in die Aussenstrémung, { — oo: 





118 E. BECKER 


Hierzu kommen jetzt noch Bedingungen, dass die Grenzschichtdicke 
an den Grenzen des Stro6mungsbereiches in x-Richtung, d.h. fiir zwei 
bestimmte -Werte gegen 0 gehen muss; (im Stosswellenrohr z.B. am 
jeweiligen Ort der Stosswelle und der Vorderfront der Expansi- 
onswelle). Fiir diese beiden &-Werte muss also fiir alle £ > 0 gelten: 

of 


u=4U,, dh = 3 ( 


of 


22*) 


eo = 


Die sich hiernach im Beispiel des Stosswellenrohres ergebenden 
Randbedingungen fiir die dimensionslose Stromfunktion f und die 
dimensionslose Temperaturverteilung # sind in Abb. 6 schematisch 
© ®@ ® 


a 




















ABB. 6. Randbedingungen fiir die Grenzschicht im Stosswellenrohr. 


dargestellt. Zur besseren Ubersicht iiber die einzelnen Strémungs- 
bereiche in diesem Diagramm ist iiber der é~-{-Ebene das Stoss- 
wellenrohr derart dargestellt, dass die Grenzen der Str6mungsbereiche 
im Stosswellenrohr genau tiber den entsprechenden Grenzen in der 
£-C-Ebene liegen. 

In den folgenden Kapiteln 3 und 4 dieses Berichtes wird gezeigt, 
wie man eine mit den Randbedingungen vertrigliche Lésung der 
Gleichungen 19 und 20 in den Gebieten 2 und 4 der §-{-Ebene, d.h. 
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zwischen Verdichtungsstoss und Kontaktfliche und in der Expansions- 
welle, finden kann. Prinzipiell muss sich die Lésung vom Gebiet 4 aus 
in das Gebiet 3 fortsetzen lassen, aber offenbar nicht beliebig weit, da 
ja irgendwo die Lésung in 3 auf die Lésung in 2 iibergehen muss. 
Dieser Ubergang findet ausschliesslich im Gebiet 2* + 3* statt, 


womit gesagt sein soll, dass die Lésungen im gesamten Gebiet 3 und 4 


unabhangig von der Lésung in 2 sind und umgekehrt. (Die Auftren- 


nung des Gebietes zwischen Kontaktunstetigkeit und urspriinglichem 
Membranort in die Teilgebiete 2* + 3* soll darauf hinweisen, dass 
hier uspriingliches Hoch- und Niederdruckgas tibereinandergeschichtet 
sind.) 

Der Ubergang ist mathematisch mit dem Auftreten einer Singulari- 
tit verkniipft. In der Literatur finden sich verschiedentlich 
Untersuchungen iiber derartige Singularitéten bei ahnlichen Grenz- 
schichtstromungen, wo zumeist das Problem von der mathematischen 
Seite her angegangen wird (z.B. Stewartson®®, Sin-J Cheng®). An 
dieser Stelle soll deshalb ohne Anspruch auf Exaktheit nur ein mehr 
auf die physikalische Anschauung griindendes Argument dafiir 
gegeben werden, dass der Ubergang zwischen den Lésungen in 2 und 3 
nur in dem Gebiet 2* + 3* stattfinden kann, dass dagegen die 


Lésungen in den gesamten Gebieten 2, 3 und 4 von diesem Ubergang 
unbeeinflusst bleiben (vgl. auch die Diskussion in §7.3): 

Man denke sich das Hoch- und das Niederdruckgas wirklich lings 
der gestrichelten Linie in Abb. 6 voneinander getrennt. Die damit 
verbundene Vernachlassigung des Stoffaustausches im Gebiet 2* + 3* 
ist offenbar ohne Konsequenzen, wenn Hoch- und Niederdruckteil 


des Stosswellenrohres mit dem gleichen Gas gefiillt sind. An der 
Trennfliche miissen dann gewisse Stetigkeitsbedingungen erfiillt 
sein, die fiir das Hochdruckgas an die Stelle der Randbedingung an der 
Wand, fiir das Niederdruckgas an die Stelle der Randbedingung im 
Unendlichen treten. Die Randbedingungen in dem Gebiet 2* + 3* 
sind also gegeniiber denjenigen in 2 und 3 gedndert. Diese Anderung 
der Randbedingungen wirkt sich aber weder in 2 noch in 3 aus, weil 
nach der Voraussetzung 3 von §2.1, die den Grenzschichtgleichungen 
zugrunde liegt, eine solche Anderung sich infolge Diffusion nur in 
z-bzw. {-Richtung bemerkbar machen kann, infolge des ‘‘Weg- 
schwimmens’”’ mit der Str6mungsgeschwindigkeit (konvektive Glieder 
in den Grenzschichtgleichungen) aber nur in demjenigen z-Bereich, 
der von Punkten des Bereiches 2* + 3* durch Bewegung mit 
Stroémungsgeschwindigkeit erreicht werden kann. Dieser x-Bereich 
fallt aber mit dem Bereich 2* + 3*, also dem Gebiet zwischen 
urspriinglichem Membranort und Kontaktflache zusammen, da ja 
die grésste iiberhaupt auftretende Strémungsgeschwindigkeit, die 


9 
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Aussengeschwindigkeit wu, zugleich auch die Geschwindigkeit ist, 
mit der sich die Kontaktfliche in Stroémungsrichtung bewegt, so dass 
nie Teilchen in diesem Gebiet iiber die Kontaktflache hinausk6nnen. 


3. Laminare Grenzschicht hinter einer 
konzentrierten Welle 


3.1 Vereinfachung der Grenzschichtgleichungen 


Die Gleichungen 18 und 19 werden nun auf den einfachsten 
Sonderfall reduziert, nimlich auf den Fall einer konzentrierten Welle 
(Abb. 7). Diese konzentrierte Welle kann ein Verdichtungsstoss sein 


Exp. W 











a Fr é: x= 


————— V3 = Sean z2erhicht Pn 

V« eat Srenzschi £=0 

é x= | 
Verdichtungsstoss Unstenge Exponsionsweile 


7. Grenzschicht hinter einer unstetigen Welle 

7a: Verdichtungsstoss (Kompressionswelle) 

7b: Fiktive, unstetige Expansionswelle. 
(Abb. 7a), bei dem die Wellengeschwindigkeit V und die konstante 
Teilchengeschwindigkeit w,, hinter dem Stoss gleichgerichtet sind. In 
der Literatur wurde aber auch mehrfach der, physikalisch gar nicht 
realisierbare, Fall eines Verdiinnungsstosses untersucht (Abb. 7b), bei 
dem die konstante Teilchengeschwindigkeit uw. hinter der fiktiven, 
unstetigen Expansionswelle der konstanten Wellengeschwindigkeit V 
entgegengerichtet ist (Mirels®®, Becker!.*). 

Bei der mathematischen Untersuchung der Grenzschichtentwick- 
lung hinter einer solchen unstetigen Welle unterscheiden sich die 
beiden Fille nur in dem Vorzeichen von w,,; wenn man festsetzt, dass 
die Welle in positiver x-Richtung wandern soll, V also immer positiv 
ist, ist fir den Verdichtungsstoss wu, > 0, fiir die Verdiinnungswelle 
dagegen wu, < 0. 

Die Grenzschicht hinter einer unstetigen Welle kann auf eine 
stationire Grenzschicht zuriickgefiithrt werden, wenn man ein 
Koordinatensystem einfiihrt, in dem die Welle ruht. Allerdings hat 
man dann die Randbedingungen an einer mit der Geschwindigkeit — V 
bewegten Wand zu erfiillen. Wahrend die in der Literatur bekannt 
gewordenen Arbeiten fast alle diese Zuriickfiihrung auf ein stationires 
Problem benutzen (z.B. Mirels*®.®°, Hollyer?®), wird in diesem Bericht 
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direkt von dei Gleichungen 18 und 19 mit den Randbedingungen 
(20)-(23*) ausgegangen. Da der Druck p,, hinter der Welle konstant 
ist, fallen zunichst die jeweils ersten Glieder auf den rechten Seiten 
dieser Gleichungen weg. Wir wollen von nun an ausserdem immer 
annehmen, dass die Wandtemperatur konstant ist, und zwar gleich 
ihrem Wert vor Ingangsetzen der Strémung (vgl. Kap. 2.4). Dann 
ergeben sich weitere Vereinfachungen, wenn man als Bezugszustand 
des Gases den Zustand an der Wand hinter der Welle wihlt. Wegen der 
Konstanz des Druckes und der Wandtemperatur hinter der Welle ist 
dieser Zustand unabhangig von x und ¢t. Als Bezugsgeschwindigkeit 
wird die Wellengeschwindigkeit V gewahlt: 

> = 

Pe 7 

a 


T, = 


(24) 


vy = 
Der jeweilige Ort der Welle ist bei der Festsetzung wu, = V durch 
§ =0 gegeben. §=1, d.h. x = 0 ist derjenige Ort, an dem die 


Welle zur Zeit t = 0 entstanden ist (Abb. 7). Beim Stosswellenrohr 
ist z.B. x = 0 der urspriingliche Ort der Membran, t = 0 der Zeitpunkt 


ihrer ZerstOrung. 

In einem gewissen Bereich § > 0 kann nun eine eindeutige Lésung 
des Grenzschichtproblems gefunden werden. Die Fortsetzung dieser 
Lésung in das Gebiet mit grossen positiven £-Werten macht aber 
Schwierigkeiten, da fiir grosse § der Faktor bei der héchsten Ableitung 
nach é in den Gleichungen 18 und 19, also bei den beiden jeweils ersten 
Gliedern auf den linken Seiten, verschwinden kann. Es treten dann 
die in Kap. 2.4 behandelten Singularititen in der Lésung auf, im 
Beispiel des Stosswellenrohres speziell die Singularitaten im Uber- 
gangsgebiet 2* + 3*. Fiir Expansionswellen treten diese Singulari- 
taiten erst fiir § >1 ein, fiir Verdichtungsstdsse schon fiir § < 1 
(vgl. auch Abb. 6). 

Die Konstanz der Aussenstrémung hinter der Welle legt es nahe, 
eine ahnliche Losung der Grenzschichtgleichungen zu suchen, d.h. also 
eine Lésung, bei der die Geschwindigkeits- und Temperaturprofile 
durch eine geeignete Streckung der Koordinate § normal zur Wand 
ineinander tibergefiihrt werden kénnen, analog wie bei der Blasius- 
Grenzschicht an einer ebenen Platte. In der Tat zeigt die Rechnung, 
dass dies der Fall ist, wenn man die wandnormale Koordinate ¢ 
proportional zu 1/4/é verzerrt, d.h. die neue Variable 


fe} (25) 
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einfiihrt. Das Geschwindigkeits- und das Temperaturprofil haingen 
dann nur vonaab. Die Bedeutung der Variablen o wird anschaulicher, 
wenn man von ¢ und é wieder auf z’, x ¢ zuriickgeht. Man erhalt dann 
namlich 


y ” 
~ ~ 


— aon oR 
oS Vioglt — 2] Vet *) o 
(Hierbei ist nach Gleichung 24 v, = »,, die konstante kinematische 
Zahigkeit an der Wand). t* = t — 2/V hat die Bedeutung derjenigen 
Zeit, die an einer bestimmten Stelle x vergangen ist, seit die Welle 
diesen Ort iiberstrichen hat. Die wandnormale Koordinate o entspricht 
der Koordinate £, mit dem Unterschied, dass statt der Zeit ¢ die 
Zeit t* eingeht. 
Analog wie bei der Blasius-Grenzschicht an einer ebenen Platte 
macht man fiir die Stromfunktion f den Ansatz 





d.h. “u=4,.°g9 (co), 


wie es fiir ein A4hnliches Geschwindigkeitsprofil erforderlich ist. 
Weiter wird 
0 =0(c) (28) 


gesetzt, unabhingig von &. Fiir g(o) erhailt man aus (18) folgende 


Gleichung: 


ee) 
\ ot 
mit den Randbedingungen 


(30) 


Von jetzt ab soll immer die zusitzliche Voraussetzung « = y = | 
gemacht werden. Nach §2.2 bedeutet dies erstens, dass fiir das 
stromende Gas die ideale Gasgleichung vorausgesetzt wird. Zweitens 
wird mit y = | die Zaihigkeit temperaturproportional angesetzt. Die 
spezielle Wahl des Wandzustandes als Bezugszustand hat dabei zur 
Folge, dass an der Wand die in die Gleichungen eingesetzte Zihigkeit 
mit der wirklichen tibereinstimmt. In einiger Entfernung von der 
Wand wird dies dagegen nicht mehr der Fall sein, falls das Pro- 
portionalitatsgesetz in Wirklichkeit nicht genau erfillt ist. Fiir die 
Berechnung der Temperaturverteilung (§3.5) wird weiterhin 6 = 1 
vorausgesetzt werden, d.h. die spezifische Warme wird als konstant 
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angenommen. Ausserdem soll Pr = const. sein.—Falls im folgenden 
von diesen einschrinkenden Annahmen noch einmal abgegangen 
wird, so wird an der betreffenden“Stelle darauf hingewiesen werden 
(§3.6, dort auch einige Bemerkungen tiber die Berechtigung der 
einschriankenden Annahmen). Mit « = y = 1 wird aus Gleichung 29: 


(29*) 


An der Randbedingung 30 andert sich nichts. Die Gleichung 29* 
wird schon in einer Arbeit von Schuh*® tiber ihnliche Losungen der 
instationiren Grenzschicht erwihnt, wird dort aber nicht weiterver- 
folgt. 


3.2 Losungsmethode, Zusammenhang mit der 
Rayleigh-Grenzschicht 


Fiir sehr schwache Wellen ist u,,/V sehr klein, und man kann daher 
das nichtlineare Glied in (29*) in erster Naherung vernachlissigen. 
Dann ist Gleichung 29* mit den Randbedingungen 30 nichts anderes 
als die Gleichung fiir das Geschwindigkeitsprofil in der kompressiblen 
Grenzschicht an einer unendlich ausgedehnten ebenen Wand, wenn 
das an diese Wand angrenzende Gas zur Zeit t* = 0 mit der Ge- 
schwindigkeit w,, ruckartig parallel zur Wand in Bewegung gesetzt 
wird. Dieses Problem wird in der Literatur im allgemeinen ‘“‘Rayleigh- 
Problem” genannt, weil die entsprechende inkompressible Grenz- 
schicht zuerst von Rayleigh®® untersucht worden ist (vgl. auch®). 
Uber einige Besonderheiten der kompressiblen Rayleigh-Grenzschicht 
im Unterschied zur inkompressiblen wird spiater noch berichtet 
werden (Kap. 8). In erster Naiherung ist also das Geschwindigkeits- 
profil hinter einer unstetigen Welle an einem Orte x, den die Welle vor 
einer Zeit ¢* tiberstrichen hat, identisch mit demjenigen an einer 
ebenen Wand, wenn das angrenzende Gas zur Zeit {* = 0 ruckartig in 
Bewegung gesetzt wird.—Das Rayleigh-Problem kann natiirlich auch 
so aufgefasst werden, dass das Gas ruht und die begrenzende Wand 
ruckartig bewegt wird. 

Fiir etwas starkere Wellen kann das den Faktor u,/V enthaltende 
nichtlineare Glied in Gleichung 29* natiirlich nicht mehr vernachlassigt 
werden. Fiir nicht allzu starke Wellen kann man jedoch eine 
Stoérungsrechnung ansetzen (Mirels*®) und die gesuchte Funktion g 
nach Potenzen des Stérparameters u,,/V entwickeln: 


(31) 


Fir die Funktionen g, ergeben sich lineare Gleichungen von der Form 
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D{g,} = F,-,, wobei D ein linearer Differentialoperator 3. Ordnung 
und Ff’, eine Funktion von g,_}, Jn, . - - - Jo Sowie von Ableitungen 
von J,_; gy bis zur 3. Ordnung ist. Bei Kenntnis aller g, bis 
j =n —1 kann also g, aus einer linearen Differentialgleichung 
berechnet werden und somit kénnen sukzessive auch 9,1, 9,9: 
usw. bestimmt werden. 

Fir starke Wellen, d.h. fiir verhaltnismassig grosse Absolutwerte 
von «,/V, muss die Gleichung 29* fiir g(c) numerisch gelést werden. 


> 
{ 
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Ass. 8. Geschwindigkeitsprofile der laminaren Grenzschicht hinter 
einer unstetigen Welle (nach***°), Der Parameter u./V kennzeichnet 
die Wellenstirke. 
Dies ist in den USA an mehreren Stellen unter Zuhilfenahme von 
elektronischen Rechenmaschinen geschehen (Mirels*?.49, Hollyer?’). 
In Abb. 8 ist das Ergebnis fiir g’(c), also fiir das Geschwindigkeitsprofil 
u/w,, enthaltent®.5°, Die Parameterwerte an den einzelnen Kurven 
sind das Verhiltnis w,/V. Fiir Expansionswellen ist u,/V < 0, fiir 
Verdichtungsstésse w,,/V > 0; u,/V = 0 entspricht der Grenzschicht 
beim Rayleigh-Problem. Der grésstmégliche Wert von w,/V ist fir 
Luft +3 = 0,83 (unendlich starker Verdichtungsstoss). Wie man aus 
Abb. 8 erkennt, wird die Grenzschichtdicke im o-Koordinatensystem 
gegeniiber derjenigen beim Rayleigh-Problem fiir Verdichtungsstésse 
erhoht, d.h. eine gewisse Zeit ¢* nach Voriiberstreichen des Verdich- 
tungsstosses ist die Grenzschicht an einem bestimmten Ort starker 
angewachsen, als sie es beim Rayleigh-Problem in derselben Zeit t* 
wire. Bei Expansionswellen gilt das Umgekehrte. 
Bei dieser Gelegenheit muss darauf aufmerksam gemacht werden, 
dass unter Grenzschichtdicke hier die in Einheiten der dimensionslosen 
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Koordinate o gemessene Grenzschichtdicke 6, verstanden wird. 6, ist 
daher eine “‘gleichwertige inkompressible Grenzschichtdicke’’. Die 
wirkliche Grenzschichtdicke erhalt man ebenso wie den wirklichen 
Verlauf des Geschwindigkeitsprofils tiber dem geometrischen Wandab- 
stand z erst dann, wenn man von o wieder auf z zuriicktransformiert. 
In diese Riicktransformation geht wegen der Beziehung 10 zwischen z’ 
und z ganz wesentlich die Dichte—bzw. Temperaturverteilung in der 
Grenzschicht ein. Diese ist wiederum vom Wirmeiibergang, d.h. im 





5 
a) 








Ow 

ABB. 9. Verhaltnis der gleichwertigen inkompressiblen Grenzschicht- 

dicke 6, zur Rayleighschen Grenzschichtdicke 6,rz in Abhangigkeit von 

der Wellenstérke u,/V. (Fir turbulente Grenzschichten vgl. man 
Kap. 6.3). 


1g. 


, 


wesentlichen von der Wandtemperatur und der Machzahl abhan 
An dieser Stelle wird der Vorteil der Transformation von z au 
besonders deutlich: Eine bestimmte Verteilung der Geschwindigkeiten 
der Grenzschicht iiber z’ bzw. o kann ganz verschiedenen Geschwindig- 
keitsprofilen tiber z entsprechen, je nach Temperaturverteilung. 
Von der Temperaturverteilung war bis jetzt noch gar nicht die Rede, 
diese ist erst fiir die Riicktransformation auf den geometrischen 
Wandabstand z von Bedeutung. Ein Beispiel fiir diese Riicktrans- 
formation wird in §4.4 gegeben werden. 

Abbildung 9 zeigt das Verhialtnis von 6,, der in o-Einheiten 
gemessenen “‘gleichwertigen inkompressiblen Grenzschichtdicke”’ (nach 
Abb. 8), im Verhaltnis zur entsprechenden Grenzschichtdicke 6,p 
beim Rayleigh-Problem (u,/V = 0) in Abhangigkeit von dem die 


o 
i) 
f 
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Wellenstiirke kennzeichnenden Parameter u,/V. Die betreffende 
Kurve ist in Abb. 9 mit ‘laminar’ bezeichnet. Diese Kurve wurde 
durch eine Niherungsrechnung nach dem Integralverfahren gefunden. 
Die Grenzschichtdicke ist hier im Sinne eines Pohlhausen-Verfahrens 
zu verstehen (Polynomansatz in o fiir das Geschwindigkeitsprofil). 
Der Parameter w,,/V ist nach oben beschrinkt. Aus der Theorie des 
senkrechten Verdichtungsstosses fiir ein ideales Gas (und ein solches 
wird ja nach den Bemerkungen zu Ende von §3.1 vorausgesetzt) folgt 
nimlich fiir w,/V bei unendlich starkem Verdichtungsstoss der 
Grenzwert 2/(« + 1), wobei « der Adiabatenkoeffizient ist. Fir ein 
zweiatomiges Gas (Luft) ist bei nicht zu hohen Temperaturen x = , 
und man erhilt als obere Grenze von w,,/V den Wert 3. Freilich ist 
hier zu beachten, dass bei hohen StoBstarken die Temperatur hinter 
dem Stoss so stark ansteigt, dass man mit einer Verkleinerung des 
x-Wertes rechnen muss und damit mit einer Vergrésserung des 
Grenzwertes von u,/V. Fir den kleinstméglichen x-Wert « = 1 
erhalt man w,/V = 1. Im Gebiet negativer Werte von u,/V gibt es 
keine derartige Beschrankung, da ja unstetige Expansionswellen 
ohnehin eine physikalische Fiktion sind und allenfalls fiir w,/V = 0 
als Ersatz fiir schwache, stetige Expansionswellen gelten kénnen. 


3.3 Blasius-Grenzschicht als Grenzfall 
Allerdings hat der Grenziibergang w,/V — —c wieder einen 
wohldefinierten Sinn: Durch diesen Grenziibergang kommt man zur 


, stehende’ Welle V =O 


Grenzfall 


u/V>-@ 








Ebene Piatte 





AsB. 10. Analogie zwischen der Strémung hinter einer unstetigen, 
stehenden Welle (V = 0) und der Str6mung an einer ebenen Platte. 


Blasius-Grenzschicht an einer ebenen Platte. Bei endlichem w,, 
bedeutet nimlich w,/V — —a«, dass V — 0 geht, und man hat die in 
Abb. 10 skizzierten Str6mungsverhiltnisse, die genau denjenigen an 
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einer mit der Geschwindigkeit uw, angestréinten, halbunendlichen 
ebenen Platte entsprechen, deren Vorderkante mit dem Ort der Welle 
zusammenfallt. In der Tat lasst sich die Gleichung 29* fiir u,/V — 
— oo auf die Blasius-Gleichung transformieren, wenn man die Variable 
o in geeigneter Weise streckt, nimlich auf ¢, wobei 


ist. Setzt man ausserdem 
g(a) 


so erha]lt man 


~ 


2g 


mit den Randbedingungen 
g(0) = 0; g/(0)=0; = g’(%) = 1. (35) 
Fir u./V — —o geht dies in die bekannte Blasius-Gleichung mit 
Randbedingungen tiber,*:® da die rechte Seite dann verschwindet.— 
Bei Zuriickfiihrung der Grenzschicht hinter einer unstetigen Welle auf 
eine stationire Grenzschicht erhailt man fiir die Stromfunktion 
iibrigens sofort die Blasius-Gleichung, der Parameter u../V geht hier 
nur tiber die Randbedingungen an der bewegten Wandein.—Es ist also 
nicht nur die Rayleigh-Grenzschicht an einer unendlich ausgedehnten 
Wand mit ruckartiger Ingangsetzung der Strémung, sondern auch die 
Blasius-Grenzschicht an einer stationir angestromten, halbunend- 
lichen Platte als Grenzfall in dieser Theorie enthalten. 


3.4 Wandschubspannung 
Bei Kenntnis des Geschwindigkeitsprofils kann auch die Wandschub- 
spannung 7,, berechnet werden. Es ist tiblich, einen dimensionslosen 

Reibungsbeiwert c, durch 

. 

= a (36) 
OyUz/ 2 

einzufiihren. Dieser Beiwert hingt ausser von einer geeignet gewahl- 
ten Reynoldszahl noch von u,/V ab. Um die Ergebnisse mit den- 
jenigen bei der Rayleigh-Grenzschicht leicht vergleichen zu kénnen, 


wird die dort iibliche Reynoldszahl eingefiihrt: 
- (ut* 
Re = Yeo * (Mot) : (37) 


Voy 


Mit diesen Definitionen ergibt sich fiir den Reibungsbeiwert: 
c, \/Re = 29”(0), (38) 
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wobei g’(0) nur noch von der Wellenstarke abhangt; und zwar 
gelten fiir diese Abhingigkeit die folgenden Interpolationsformeln 
(vgl. Mirels®°): 


c, V/Re = 1,128 y/(1 — 0,346 u,/V) | 


fiir Expansionswellen, u,/V <0, | 
L 
c, o/Re = 1,128 4/(1 — 0,375 | V) 
fiir Kompressionswellen, w,./V > 0. | 


Entsprechend der Tatsache, dass fiir Expansionswellen die Grenz- 
schichtdicke 6, gegeniiber dem Rayleighschen Wert verkleinert ist, 
wird die Wandschubspannung hier vergréssert; bei Kompressions- 
wellen gilt das Umgekehrte. Fiir w,/V — —o ergibt (39) den Wert 
fiir den Reibungsbeiwert der Blasius-Grenzschicht: 


c, \/Re, = 0,66, (40) 


wobei Re, die mit u,, und dem Abstand / von der Plattenvorderkante 
gebildete Reynoldszah] ist. 


3.5 Temperaturverteilung, Warmeubergang 


Wie zu Ende von §3.1 schon erwahnt, wird fiir die Berechnung der 
Temperaturverteilung ausser « = y = 1 auch f = 1 (d.h. konstante 
spezifische Wirme) und Pr = const. vorausgesetzt. Wegen der 
vorausgesetzten ‘‘Ahnlichkeit’’ des Grenzschichtprofils an der Wand 
hinter dem Verdichtungsstoss wird fiir das dimensionslose Tempera- 
turprofil (ganz analog wie in Gl. 27 fiir das Geschwindigkeitsprofil) 


HE,L) = Ho) (41) 


mit der durch Gl. 25 bzw. 26 gegebenen Bedeutung der Ahnlichkeits- 


» 
variablen o gesetzt. Aus Gl. 19 ergibt sich dann in unserem Falle fiir 
(co) die folgende Gleichung: 


mit den Randbedingungen 21 und 2 

Da die Gleichung 42 linear ist, eis die Lésung als Summe einer 
Partikularlésung der inhomogenen und der Lésung der homogenen 
Gleichung geschrieben werden, wobei iiblicherweise unter den 
unendlich vielen, méglichen Lésungen der inhomogenen Gleichung 
diejenige Partikularlésung ausgewahit wird, deren Ableitung nach o 
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fiir o = 0, also an der Wand, verschwindet. Physikalisch entspricht 


dies einer Aufspaltung der Temperaturverteilung (Abb. 11), die sich 
in folgender Weise schreiben lasst: 


(43) 


Das erste Glied auf der rechten Seite (Partikularlosung der in- 
homogenen Gleichung) kann als die durch Reibungswarme erzeugte 
Temperaturverteilung gedeutet werden; es verschwindet, wenn die 
Machzah] 1/,, der Aussenstrémung gegen 0 geht. Die Grosse 7’, im 2. 


“~~ 


(1) Reibungswarme 


¢) ubergehende Warme 








{ 
= setae 


ABB. 11. Temperaturverteilung in einer kompressiblen Grenzschicht 
hinter einer unstetigen Welle; Bezeichnungen. 


Glied auf der rechten Seite (Lésung der homogenen Gleichung) hat die 
Bedeutung der sogenannten Recovery-Temperatur. Falls man durch 
irgendwelche Massnahmen die Wandtemperatur 7',, gleich dieser 
Recovery-Temperatur 7, macht, dann kann offenbar keine Warme 
zwischen Wand und stroémendem Gas tibergehen, weil dann das 2. 
Glied auf der rechten Seite von Gl. 42 verschwindet und das 1. Glied 
ja gerade so gewahlt wurde, dass seine Ableitung nach a, d.h. in 
wandnormaler Richtung, direkt an der Wand verschwindet. Hieraus 
erkennt man auch, dass sich die Wandtemperatur 7’,, von selbst auf 
die Recovery-Temperatur 7’, einstellen wird, wenn das Wandmaterial 
nicht warmeleitend ist, da in diesem Fall sicher kein Warmeaustausch 


stattfinden kann. 
Aus Gleichung 43 ergibt sich folgender Ausdruck fiir die Recovery- 


Temperatur: 


es ’ 
O41 4 cee MS | ° (44) 
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Die Grésse r(0) heisst bekanntlich Recovery-Faktor. Falls die 
Wandtemperatur 7, nicht mit der Recovery-Temperatur T, 
iibereinstimmt, findet ein Wiairmeaustausch zwischen Wand und 
Stro6mung statt. Die tibergehende Warme ist proportional zur 
Differenz 7, — T, und s’(0). 

Die Temperaturverteilung ist also vollstandig durch die beiden in 
Gl. 43 eingefiihrten Funktionen r(c) und s(c) bestimmt. Fiir diese 
Funktionen ergeben sich aus Gleichung 19 und dem Ansatz 43 unter 


Beriicksichtigung der Tatsache, dass # = T/T’) ist, die Gleichungen 


(47) 
8( 00) 


Die Gleichungen 45 und 46 mit den Randbedingungen 47 sind 
besonders einfach fiir die Prandtl-Zah] Pr = 1 zu lésen. Dann erhalt 
man namlich 


(48) 


r(0) = 1. (49) 


Dies gilt unabhingig von der durch den Parameter w,,/V festgelegten 
Wellenstirke. Diese Ergebnisse entsprechen vollig denjenigen fiir die 
Grenzschicht an einer ebenen Platte fiir Pr = 1 (Croccosche Rela- 
tion*®,®3), Das Temperaturprofil hingt also in diesem Fall auf sehr 
einfache Weise mit dem Geschwindigkeitsprofil zusammen. 

Falls die Prandtl-Zahl Pr +1 ist, muss man die Gleichungen 
numerisch lésen. Fiir Luft ist Pr = 0,72 und fiir diesen Fall sind die 
Ergebnisse in den Abbildungen 12 und 13 dargestellt. In Abb. 12 ist 
r(o) aufgetragen. Wie man erkennt, ist 7(0), also der Recovery- 
Faktor fiir Expansionswellen etwas kleiner als fiir Kompressions- 
wellen. Fiir die Rayleigh-Grenzschicht erhalt man r(0) ~ 0,89, fiir 
die Blasius-Grenzschicht hat man dagegen r(0) ~ 0,85. Die Recovery- 
Faktoren fiir alle médglichen Expansionswellen (w,/V <0) liegen 
zwischen diesen beiden Werten. Fiir andere Prandtl-Zahlen gelten 
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folgende Interpolationsformeln fiir den Recovery-Faktor, voraus- 
gesetzt, dass Pr ungefahr im Bereich 0,6 < Pr < 1 liegt (Mirels®°): 


e 0,13 ) 
bU0 — 


r(0) = (Pr) Towel? 
fiir Expansionswellen (u,/V < 0), 


0,02 
1 —un/V 
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Ass. 12. Temperaturanteil r(c) ABB. 13. Temperaturanteil s(c) 

(nach Gl. 43) mit der Wellenstarke (nach Gl. 43) mit der Wellenstarke 

u~/V als Parameter. Pr = 0,72 ua/V als Parameter. Pr = 0,72 
(nach?"5®) (nach**"5®) , 


Der Temperaturanteil s(c) ist fir Pr = 0,72 in Abb. 13 aufgetragen. 
Der Verlauf der Funktion s(c) in Wandnihe ist fiir den Warmeiiber- 
gang massgebend. Die Warmeiibergangszahl w wird im allgemeinen 
durch 

=p 4 - (51) 
w r 
definiert. Bildet man mit der charakteristischen Linge u,t*, die 
auch zur Definition der Reynoldszah] nach Gleichung 37 benutzt 
wurde, und der Warmeleitfihigkeit /,, des Gases an der Wand eine 
Nusseltsche Zahl 


w: u,t* 


Ne, (52) 


Aw 
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so gilt fiir diese die einfache Beziehung 
Nu = 3'(O) - Re. (53) 


Aus Abb. 13 erkennt man nun, dass s‘(0) fiir Expansionswellen 
grosser ist als fiir Kompressionswellen, so dass bei Expansionswellen 
die grésseren Nusseltschen Zahlen bei gleicher Reynoldszahl auftreten. 
Dies hat genau wie die Erhéhung der Reibungskoeffizienten bei 
Expansionswellen seinen Grund in der dort verringerten Grenzschicht- 
dicke 6, (Abb. 9). 

Fiir die Prandtl-Zah] Pr = 1 ist nach Gleichung 48 s’(0) = —g”(0) 
und aus Gl. 38 und 53 erhalt man folgende einfache Beziehung 
zwischen Nu, c,, Re: 


(54) 


in welche die Wellenstiirke nicht mehr explizit eingeht. Diese 
Beziehung ist fiir die Grenzschicht an einer ebenen Platte ohne 
Druckgradient, die ja ein Grenzfall der hier betrachteten Grenzschich- 
ten ist (§3.3), schon seit langerem bekannt. 

Fiir Pr ~ 1 hiingt die Nusselt-Zah] ausser von c, und Re auch noch 
von Pr und w,,/V nach folgenden, niiherungsweise giiltigen Formeln 
ab, vorausgesetzt, dass Pr nicht zu sehr aus dem Bereich 0,6 < Pr < 
1,0 herausfallt (Mirels*°): 


Nu = 


. 0,15 
0,35 


L.Re- (Pr) ia ull 


2) 


fir Expansionswellen (w,/V < 0), 


0,02 
0, 8 a eS Tee 
) ‘ 1 — ua/V¥ 


~.Re+ (Pr 





fiir Kompressionswellen (w.,/V > 0) 


Z 


3.6 Berucksichtigung realer Gaseigenschaften 


Die bisher mitgeteilten Ergebnisse ($3.2 bis §3.5) gelten nur unter 
den zu Ende von §3.1 formulierten Bedingungen « = 8 = y = 1 und 
Pr = const., d.h. unter der Voraussetzung eines thermisch und 
kalorisch idealen Gases mit temperaturproportionaler Zihigkeit und 
konstanter Prandtlzahl. (Der Vollstandigkeit halber sei darauf 
hingewiesen, dass die Ergebnisse von §3.2 bis §3.5 an sich auch noch 
fiir die etwas allgemeineren Voraussetzungen y/« = 8 =1, Pr = 
const. gelten, doch kommt dieser Verallgemeinerung der Vorausset- 
zungen wohl kaum praktische Bedeutung zu). Diese Voraussetzungen 
werden aber bei Anwendung der Theorie auf das Stosswellenrohr oft 
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nicht erfiillt sein, da man das Stosswellenrohr vielfach gerade zur 
Untersuchung realer Gaseigenschaften heranzieht. Im Stosswellenrohr 
lassen sich nimlich auf einfache Weise hohe Gastemperaturen in dem 
Gebiet zwischen Verdichtungsstoss und Kontaktunstetigkeit erreichen. 
Dieses Gebiet ist gerade der Bereich, auf den die Lésungen dieses 
Kapitels anwendbar sein sollen, so dass es von besonderem Interesse 
ist, wie sich diese Lésungen bei Beriicksichtigung realer Gaseigen- 
schaften und variabler Stoffwerte, also bei Fallenlassen der obigen 
Voraussetzungen, andern. 

Einen ersten Schritt in dieser Richtung stellt eine Arbeit von 
Mirels® dar. Es wird dort Luft als stro6mendes Gas vorausgesetzt und 
angenommen, dass vor dem Verdichtungsstoss (im Gebiet 1 des 
Stosswellenrohres) eine Temperatur von 17°C (522°R) und ein Druck 
von 0,01 atm. herrschen. “Die Prandtlzahl wird zur Vereinfachung der 
Rechnung Pr = 1 gesetzt, wahrend die richtige Anderung von der in 
die Gleichung 29 und die entsprechende Gleichung fiir die Tempera- 
turverteilung eingehenden Griésse y/« mit dem Luftzustand beriick- 
sichtigt wird. Die Beriicksichtigung der Abhangigkeit der Grésse £ 
vom Luftzustand entfallt in der zitierten Arbeit, weil dort als 
unabhingige Variablen zur Festlegung des Luftzustandes Druck und 
Enthalpie anstelle von Druck und Temperatur benutzt werden. Die 
Ergebnisse sind fiir Verdichtungsstoss-Machzahlen 1, (= Verhaltnis 
der Stossgeschwindigkeit V zur Schallgeschwindigkeit in der ruhenden 
Luft vor dem Stoss) im Bereich 4 < M, < 14 tabuliert und mit 
entsprechenden Ergebnissen fiir y/« = 1 verglichen. Hier soll nur 
folgendes Resultat zitiert werden: Der Einfluss der Veranderlichkeit 
der Grosse y/« auf den Reibungsbeiwert lasst sich durch Einfiihrung 
eines Korrekturgliedes in Gl. 39 in folgender Weise beriicksichtigen: 


lay \ 0,29 
¢, /Re = 1.128, / [1 i 0,375 4 Sy (39*) 
Kee 


Weitere Arbeiten, in denen reale Gaseffekte beriicksichtigt werden, 
sind dem Vf. nicht bekannt. 


4. Laminare Grenzschicht in einer 
stetigen Expansionswelle 


4.1 Vereinfachung der Grenzschichtgleichungen, 
Losungsmethode 


Nachdem der einfachste der in der hier betrachteten Klasse von 
Grenzschichtstro6mungen mdglichen Falle, nimlich derjenige einer 
Grenzschicht hinter einer unstetigen Welle, verhaltnismassig aus- 
fiihrlich diskutiert worden ist, sollen die iibrigen Falle etwas 
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kursorischer behandelt werden. Etwas komplizierter zu behandeln 
ist die laminare Grenzschicht in einer stetigen, ‘“‘zentrierten”’ 
Expansionswelle, d.h. einer Expansionswelle, die zur Zeit ¢ = 0 am 
Orte x = 0 als scharfe Unstetigkeit entstanden ist, wie es fiir die 
Expansionswelle in einem Stosswellenrohr oder Rohrwindkanal ja 





ABB. 14. Stetige Expansionswelle, Bezeichnungen. 


zutrifft. Fiihren wir das Koordinatensystem nach Abb. 14 ein, so gilt 
fiir eine solche stetige Expansionswelle 


ii, thea + ” fap. (56) 


Hierbei wurde « =} gesetzt, so dass die Ergebnisse in der hier 
gegebenen Form fiir ein zweiatomiges ideales Gas, etwa Luft im 
entsprechenden Temperaturbereich, gelten. a, ist die Schallgeschwin- 
digkeit des ruhenden Gases vor der Welle, also die Geschwindigkeit, 
mit der der Wellenkopf wandert. Diese Geschwindigkeit wird 
gleichzeitig als Bezugsgeschwindigkeit genommen, d.h. es wird 
Uy = M, gesetzt. Als Bezugsgréssen fiir Druck, Dichte, Temperatur 
und Zihigkeit werden die Werte dieser Gréssen in dem ruhenden Gas 
vor der Welle gewihlt. Fiir den auf den rechten Seiten der Glei- 
chungen 18 und 19 auftretenden Ausdruck p,/py gilt dann 


\- 


eo — Reed g\? 
——s) = (1 “et 


e+1° 
Als Randbedingung fiir die Temperatur wird wie in Kap. 3 gefordert, 
dass diese an der Wand konstant gleich ihrem Wert vor der Expan- 
sionswelle ist, d.h. 7',, = 7’). Im tibrigen wird wieder « = 8 = y = 1, 
Pr = const. vorausgesetzt. 
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Fiir die dimensionslose Stromfunktion f(&,f) nach Gleichung 14 
macht man hier am zweckmassigsten den Ansatz 


6 oo 
F(§,6) en —e ; > . ‘fn(o), (58) 


n=0 


wobei o weiterhin durch Gleichung 25 definiert ist. Dies ist identisch 
mit dem Ansatz 


(a) = fg (0) + § +f, (0) + fy (o) +.... (59) 


fiir das Geschwindigkeitsprofil. Fir das Temperaturprofil, d.h. nach 
Gleichung 15 fiir die Funktion 3, setzt man entsprechend an: 


8(§,C) a> § ba x n 
0. as = 2 ,(0) 


=8,(c) + €-8,(c) + &-d(o) +.... (60) 


Das Geschwindigkeitsprofil und das Temperaturprofil hangen 
nicht mehr von der einzigen Koordinate o ab, sondern auch noch von 
€. Anders als bei der konzentrierten Welle bleiben daher Geschwindig- 
keits- und Temperaturprofil nicht mehr unabhangig von & ahnlich. 
Geht man mit (58) und (60) in die Gleichungen 18 und 19 ein, so erhalt 
man fir die Funktionen f, und #, ein System von unendlich vielen 
linearen Gleichungen, aus denen sich die Funktionen f, und #, mit 
nm = 0 anfangend der Reihe nach ermitteln lassen, da zur Bestimmung 
von f, bzw. #, nur die Kenntnis von f, und 3, mit » = 0 bis n — 1 
notig ist (Cohen,!° Becker’). 


4.2 Verallgemeinerte Rayleigh-Grenzschicht 
Speziell ergibt sich fiir f, die Gleichung 


fo" +50" — (fo — 1) = 0 (61) 
mit den Randbedingungen 
fo(9) = fo (0) = 9, ‘ 
fy(20) = 1. (2) 


Diese Gleichung ist bekannt, man erhilt sie fiir das Geschwindig- 
keitsprofil in der Grenzschicht an einer unendlich ausgedehnten Wand, 
wenn man das angrenzende Gas von der Zeit t* = 0 ab mit zeitlich 
linear wachsender Geschwindigkeit, d.h. mit konstanter Beschleuni- 
gung in Bewegung setzt (Illingworth*5). ¢* ist hierbei analog wie bei 
der konzentrierten Welle als diejenige Zeit zu verstehen, die an einem 
gewissen Orte x vergangen ist, seit der Kopf der Welle diesen Ort 
iiberstrichen hat.—Dieses Problem ist offenbar eine Verallgemeinerung 


10 
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des Rayleigh-Problems im engeren Sinn (ruckartiges Ingangsetzen der 
Stromung). 

Dass eine Analogie zwischen der Grenzschicht in der zentrierten 
Expansionswelle und dieser verallgemeinerten Rayleigh-Grenzschicht 
besteht, ist naheliegend, da ja auch in der Expansionswelle fiir nicht 
zu hohe é-Werte an einem bestimmten Ort die Geschwindigkeit 
zunichst linear mit der Zeit t* nach Voriiberstreichen des Wellenkopfes 
anwiichst. f'(o) gibt nach Gleichung 59 ja auch nur das Geschwindig- 
keitsprofil fiir kleine §, also in unmittelbarer Umgebung des Wellen- 
kopfes § = 0. Sowie man weiter in die Expansionswelle hineinkommt, 
also in das Gebiet stiirkerer Expansion, werden die héheren Reihen- 
glieder von Bedeutung und das Grenzschichtprofil weicht von dem 
der verallgemeinerten Rayleigh-Grenzschicht ab. Dies ist nicht 
verwunderlich, da ja einerseits auch bei der konzentrierten Welle die 
Abweichungen gegen das Rayleigh-Profil um so grdésser sind, je 
stirker die Welle ist (vgl. Abb. 8 und 9) und da andererseits fiir grosse 
&-Werte die Geschwindigkeit an einem festen Ort nicht mehr linear 
mit der Zeit wichst. 


4.3 Numerische Ergebnisse fiir das Geschwindigkeitsprofil 


und die Wandschubspannung 


Die Gleichungen fir f, /,, f. sind von Cohen numerisch gelést 
worden.!® Die Ergebnisse zeigt Abb. 15. Oben sind zuniachst die 
Funktionen f,'(c), f,'(¢), f.'(o) aufgetragen, darunter die aus diesen 
drei Funktionen nach Gleichung 59 berechneten Geschwindigkeits- 
profile fiir verschiedene é-Werte, d.h. fiir verschiedene Abstinde vom 
Wellenkopf. Mit zunehmendem é, also wenn man weiter in die 
Expansionswelle hineinkommt, wird das itiber o aufgetragene 
Geschwindigkeitsprofil immer steiler, d.h. die in o gemessene Grenz- 
schichtdicke wird umso kleiner, je weiter man sich vom Wellenkopf 
entfernt. Dies entspricht genau den Verhaltnissen hinter einer kon- 
zentrierten Expansionswelle, wo ja auch die Grenzschicht gegentiber 
der Rayleigh-Grenzschicht um so diinner wird, je starker die Welle 
ist. Ob die Oszillationen des Geschwindigkeitsprofils fiir § = 0,5 um 
den Wert 1 herum ein reeller Effekt sind oder ob sie durch die end- 
liche Genauigkeit der Naiherung vorgetiéuscht werden, steht nicht 
genau fest.!° 

Aus dem Geschwindigkeitsprofil kann die Wandschubspannung 


berechnet werden. Es ergibt sich 
Ua 

a germs * ¥(8). (63) 
Vv (%!b) 


7(€) ist in Abb. 16 bis zur dritten Niherung eingetragen. Die 


w 
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Ass. lia. Funktionen /,,’(c) fiir das Geschwindigkeitsprofil der lamina- 
ren Grenzschicht in einer Expansionswelle (Gl. 59, nach’). Pr = 0,72; 
x = 1,4. 





























Ass. 15b. Geschwindigkeitsprofil der laminaren Grenzschicht in emer 
Expansionswelle (nach’). Pr = 0,72; « = 1,4. 
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Ass. 16. Wandschubspannungsfunktion 7(£) (Gl. 63) fiir die laminare 
Grenzschicht in einer Expansionswelle (nach), Pr = 0,72; « = 1,4. 
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Wandschubspannung nimmt vom Kopf der Welle aus mit wachsendem 
é zu, fiir kleine wie 1/é. Die erste Naherung in Abb. 16 gibt die 


~ s 


Wandschubspannung fiir das verallgemeinerte Rayleigh-Problem. 


4.4 Numerische Ergebnisse fur das Temperaturprofil 
und den Warmeiibergang 
Das Temperaturprofil wurde ebenfalls bis zum dritten Glied in der 
Xeihe (60) berechnet (Cohen!®). Das Ergebnis fiir Pr = 0,72 ist in 
Abb. 17 enthalten. Als Randbedingung wurde hierbei, wie oben schon 
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AsB. 17a. Funktionen #,(¢) fiir das Temperaturprofil der laminaren 
Grenzschicht in einer Expansionswelle (Gl. 60, nach?®). 
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ABB. 17b. Temperaturprofil der laminaren Grenzschicht in einer 
Expansionswelle (nach!®), Pr = 0,72; « = 1,4. 


erwihnt, angenommen, dass die Wandtemperatur 7',, konstant gleich 
der Temperatur 7’, der Wand vor Ankunft der Welle ist. Das obere 
Teilbild enthait die Funktionen #,(c), 3,(c), #,(0) der Reihe (60), das 
untere Teilbild die hieraus fiir verschiedene &-Werte berechneten 
Temperaturprofile. 

Bei bekanntem Temperaturprofil kann schliesslich noch der 
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Warmeiibergang berechnet werden. Fiir die pro Zeit- und Flachenein- 
heit von der Wand auf das strémende Gas iibergehende Wiarme 
erhalt man den Ausdruck 

gq = * Fi (64) 
V/ (¥of) 
Hierbei ist /,, die Grtliche Wirmeleitfihigkeit des Gases direkt an der 
Wand. Die Wiarmeibergangsfunktion 9(£) ist in Abb. 18 in den drei 
ersten Niherungen aufgetragen. 





























Ass. 18. Warmeiibergangsfunktion g(£) (Gl. 64) fiir die laminare 


Grenzschicht in einer Expansionswelle (nach!). Pr = 0,72; x = 1,4. 


Bei Kenntnis des Temperaturprofils und damit auch des Dichtepro- 
fils kann auch der Zusammenhang zwischen dem wirklichen, geometri- 
schen Wandabstand z und dem ‘“‘gleichwertigen, inkompressiblen 
Wandabstand” z’ hergestellt werden. Das Ergebnis enthalt Abb. 19. 
Als Abzisse ist dort o aufgetragen, d.h. nach Gleichung 26 


, 


Vnd*) Ot*)’ (65) 
mit anderen Worten: der gleichwertige, inkompressible Wandabstand, 
mit +/(vt*) dimensionslos gemacht (7, bedeutet hier die kinematische 
Zihigkeit des ruhenden Gases vor der Welle). Als Ordinate ist der 
geometrische Wandabstand z, ebenfalls mit 1/(7,f*) dimensionslos 
gemacht, aufgetragen. Direkt hinter dem Wellenkopf, also fiir § ~ 0, 
hat man einfach z’ = z; dort sind nimlich die Machzahlen so klein, 
dass die Reibungswirme noch keine Rolle spielt und ausserdem die 
Temperaturabnahme durch Expansion in der Welle noch zu vernach- 
lassigen ist. Uber die ganze Grenzschicht sind daher Temperatur und 
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Dichte konstant gleich ihren Werten 7’, und 0, vor der Welle, so dass 
nach Gleichung 10 z’ =z sein muss. Sowie man sich weiter vom 
Wellenkopf entfernt, wird z’ gegeniiber z gestreckt. 

Fiir sehr grosse §-Werte andern sich die Verhaltnisse: Dort kann u. 
U. die Aufheizung der Grenzschicht durch Reibung so stark werden, 























AsB. 19. Zusammenhang zwischen dem geometrischen Wandabstand z 
und dem “‘gleichwertigen inkompressiblen Wandabstand” z’ (Gl. 10) 
fiir die laminare Grenzschicht in einer Expansionswelle (nach?®), 


dass sie die Abkiihlung durch Expansion in der Welle tiberwiegt und 
der Wirmeiibergang von dem Gas in Richtung auf die Wand erfolgt. 
g(€) wird dann negativ. Je nach Grésse dieses Effektes kann dann 


’ 


auch die z-Koordinate gegentiber z’ gestaucht werden. 

Zum Schluss dieses Kapitels sei noch einmal darauf hingewiesen, 
dass die hier gegebene Lésung fiir die Grenzschicht in einer stetigen 
Expansionswelle nach den Erérterungen in §2.4 nur fiir § < 1 giiltig 
sein kann, also im Stosswellenrohr dann, wenn sich die Expansions- 
welle auf das Gebiet links von dem urspriinglichen Membranort 
beschrinkt. Dieser Fall ist in den Bildern | und 6 zugrunde gelegt. 
Falls sich aber die Expansionswelle tiber dieses Gebiet hinaus nach 
rechts erstreckt, so wird sich fiir § > 1 die Lésung nicht: nach den 
Methoden dieses Kapitels finden lassen, da die Lésung in diesem 
Bereich von dem Strémungszustand im Gebiet hinter dem Ver- 
dichtungsstoss beeinflusst wird (§2.4). 
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5. Laminare Grenzschicht der volistandigen 
Strémung im Stosswellenrohr 


Die Stromung hinter einer unstetigen Welle und diejenige in einer 
stetigen Expansionswelle sind die beiden einzigen Fille, in denen die 
Grenzschichtgleichungen exakt gelést worden sind. Alle kom- 
plizierten Faille konnten bisher nur mit Integralverfahren, d.h. mit 
Verfahren nach Art der Karman—Pohlhausen-Methode behandelt 
werden. Fiir die Strémung in und hinter einer Expansionswelle, also 
fiir die Strémung im Rohrwindkanal oder im Hochdruckteil eines 
Stosswellenrohres wird hierauf im Zusammenhang mit der Erérterung 
der turbulenten Grenzschicht noch naher eingegangen. Die turbulente 
Grenzschicht lasst sich nimlich auch in den einfachsten Fallen nur 
halbempirisch mit einem Integralverfahren behandeln. Die Schwierig- 
keiten bei der Berechnung der Grenzschichten fiir die vollstindige 
Stro6mung im Rohrwindkanal oder im Stosswellenrohr bestehen, auch 
bei laminarer Stromung schon, zum wesentlichen Teil in der Beriick- 
sichtigung der Unstetigkeiten, die in der Aussenstromung auftreten, 
also der Unstetigkeiten am hinteren Rand der Expansionswelle und an 
der Kontaktfliche und der in §2.4 erwahnten Singularitét im 
Ubergangsgebiet 2* + 3*. 

Die laminare Grenzschicht fiir die vollstandige Stromung in einem 
Stosswellenrohr wurde von Trimpi und Cohen’ mit einem Integral- 
verfahren berechnet. Bei einem solchen Verfahren werden bekanntlich 
die Grenzschichtgleichungen in wandnormaler Richtung (nach z bzw. 
z’) integriert und die hierbei auftretenden Integrale tiber die Ge- 
schwindigkeits- und Temperatur- bzw. Enthalpieprofile in der Grenz- 
schicht werden durch Einfiihrung von Polynomansitzen fiir diese 
Profile berechnet. Fir die Abhangigkeit dieser Integralgréssen von 
den unabhingigen Variablen (Ort und Zeit) ergeben sich bei Trimpi 
und Cohen partielle Differentialgleichungen, die sich prinzipiell nach 
einem Charakteristikenverfahren ]ésen lassen. (Eine Anwendung 
dieses Charakteristikenverfahrens auf die Grenzschicht in der 
Expansionswelle, aber unter viel einfacheren Voraussetzungen als 
in,*? findet sich in}; man vgl. auch Kap. 7 des vorliegenden Berichtes). 

Ohne auf das in” tatsichlich angewandte Lésungsverfahren 
einzugehen, soll hier nur in vier Abbildungen (Abb. 20-23) ein 
charakteristisches Beispiel fiir das Ergebnis der Rechnungen mitgeteilt 
werden. Diese Abbildungen beziehen sich auf die Stromung in einem 
Stosswellenrohr, bei dem das Anfangsdruckverhiltnis p,/p, so gewahlt 
war, dass nach Zerstéren der Membran in der Expansionswelle das 
Gas gerade bis auf Schallgeschwindigkeit beschleunigt wird. Der 
hintere Rand der Expansionswelle bleibt dann unabhingig von der 
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Zeit am urspriinglichen Ort der Membran stehen (vg. die Skizze des 
Stosswellenrohres in den Abbildungen 20-23). Es wurde weiter 
vorausgesetzt, dass die Temperatur im Stosswellenrohr vor Str6- 
mungsbeginn im Hoch- und Niederdruckteil des Rohres dieselbe ist 
und dass die Wandtemperatur konstant gleich dieser Temperatur 
bleibt. Ausserdem sind die in den Abbildungen 20-23 mitgeteilten 
Ergebnisse nur fiir ein ideales Gas mit « = 1,4 und Pr = 0,72 (Luft) 
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Expansionswetle Kontaktfiache Verd.-Stoss 
fam 


20. Grenzschichtdicke § (Gl. 66) fiir die laminare Grenzschicht im 
Stosswellenrohr (nach). Pr = 0,72; « = 1,4. 


giiltig. Als Bezugszustand ist genau wie im vorangegangenen Kapitel 
4 der Zustand des ruhenden Gases vor der Expansionswelle, also im 
Gebiet 5 des Stosswellenrohres (Abb. 1) gewahlt, als Bezugsgeschwin- 
digkeit diejenige Geschwindigkeit, mit der der Kopf der Expansions- 
welle in dieses ruhende Gas hineinwandert. 

In Abb. 20 ist iiber & die Grosse 6?/y,t aufgetragen, wobei 6 die 
Bedeutung einer Impulsverlustdicke hat und durch 


6 =| — de 66) 


v0 


definiert ist (z’ ist durch Gleichung 10 gegeben). Abb. 21 enthalt die 
Wandschubspannungsfunktion 7(£), die mit der Wandschubspannung 
7, durch Gl. 63 verkniipft ist. In den Abbildungen 20 und 21 treten 
zwei Unstetigkeiten in den dort aufgetragenen Funktionen bzw. ihren 
Ableitungen nach & auf, die mit A und B bezeichnet sind. Die 
Unstetigkeit A wird durch die Unstetigkeit verschiedener Gréssen der 
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Aussenstroémung (naimlich deren Ableitungen nach £) am hinteren 
Rand der Expansionswelle erzeugt. An dieser Stelle werden die 
Grenzschichtlosungen fiir das Gebiet in der Expansionswelle und 
dasjenige hinter der Expansionswelle unter angeniherter Beriick- 
sichtigung gewisser Erhaltungssitze zusammengeflickt (vgl.7%, S. 52). 
Die Unstetigkeit B hat dagegen andere Ursachen: Sie ist diejenige 
Stelle, an der die Lésung hinter der Expansionswelle in diejenige 
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ABB. 21. Wandschubspannungsfunktion #(£) (Gl. 63) fiir die laminare 
Grenzschicht im Stosswellenrohr (nach™). Pr = 0,72; « = 1,4. 


hinter dem Verdichtungsstoss iibergeht. Das bei einer exakten 
Lésung nach der Diskussion in §2.4 zu erwartende Ubergangsgebiet 
2* + 3* (Abb. 1) ist beim Integralverfahren somit fiir die Grésse 
§*/vot auf eine einzige Ubergangsstelle B zusammengeschrumpft. 

In Abb. 22 ist eine Grosse ¢?/rot aufgetragen, wobei ¢ die Bedeutung 
einer Grenzschichtdicke hat, die analog zur Impulsverlustdicke 6 mit 
der Enthalpie nach folgender Definition gebildet ist: 


s 


fi = See aw (67) 


Ven — by! Ux 


Wegen der Voraussetzung idealen Gases mit konstantem « kann man 
in dieser Definitionsgleichung tibrigens auch die Enthalpie 7 durch die 
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absolute Temperatur 7' ersetzen. Abb. 23 schliesslich enthalt die 
Warmetibergangsfunktion q(§), die mit dem Warmeiibergang q 
zwischen Wand und stromendem Gas durch Gl. 64 verkniipft ist. 
Zusitzlich zu den Unstetigkeiten A und B treten nun noch der 
Knick C und der Sprung D in den Diagrammen 22 und 23 auf. Die 







































































ABB. 22. Grenzschichtdicke ¢ (Gl. 67) fiir die laminare Grenzschicht im 
Stosswellenrohr (nach™). Pr = 0,72; « = 1,4. 


Unstetigkeit bei D hat ahnliche Ursachen wie die bei A: D liegt 
namlich am Ort der Kontaktunstetigkeit in der Aussenstro6mung und 
die Unstetigkeit in den Grenzschichtgréssen ¢ und g wird durch die 
entsprechende Unstetigkeit der Aussentemperatur an dieser Stelle 
erzeugt. Der Knick bei C ist dagegen von derselben Art wie der Knick 
bei B. Im Sinne des Charakteristikenverfahrens zur Lésung partieller 
Differentialgleichungen lassen sich die Stellen B und C folgender- 
massen deuten: Es gibt zwei Scharen von charakteristischen Grund- 
kurven in der x-t-Ebene. Fiir die eine dieser Scharen hat die Stelle B 
die Eigenschaft, dass Charakteristiken, die links von B beginnen 
(§ < &,), nicht in das Gebiet rechts von B (€ > &,) laufen kénnen 
und umgekehrt (vgl. §7.2). C hat dieselbe Bedeutung fiir die zweite 
Schar von Charakteristiken. Damit ist aber klar, dass die beiden 
Strémungsgebiete links von B (§ < &g) und rechts von C (& > é¢) 
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voneinander véllig unabhangig sein miissen, da von keiner der beiden 
Scharen Charakteristiken von dem einen in das andere Gebiet laufen 
kénnen. Dieses Verhalten ist offenbar demjenigen, das nach der 
Diskussion von §2.4 in dem Ubergangebiet 2* + 3* (Abb. 1) zu 
erwarten ist, ganz ahnlich (vgl. auch Kap. 7). 
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ABB. 23. Warmetbergangsfunktion g(f) (Gl. 64) fiir die laminare 
Grenzschicht im Stosswellenrohr Pr = 0,72; « = 1,4. 


Der Bericht von Trimpi und Cohen” enthilt noch eine grosse Zahl 
weiterer Ergebnisse, u.a. auch solche fiir ein Stosswellenrohr mit 
Helium-Luft-Fiillung. 


6. Turbulente Grenzschicht 


6.1 Impulssatz, Naherungsannahmen 


Die theoretischen Ergebnisse fiir turbulente Grenzschichten der 
hier untersuchten Klasse von instationiiren Aussenstromungen liegen 
naturgemiass etwas spirlicher vor als diejenigen fiir laminare 
Grenzschichten. Wie schon erwihnt wurde, ist man bei turbulenter 
Stroémung auf die Anwendung des Impulssatzes der Grenzschicht- 
theorie zusammen mit halbempirischen Ansitzen fiir das Geschwin- 
digkeits- und das Temperaturprofil sowie die Wandschubspannung 
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angewiesen. Da sowohl im Rohrwindkanal als auch im Stosswellenrohr 
in Stré6mungsrichtung immer Druckabfall oder konstanter Druck 
herrscht, ist die Anwendung der auf dem Impulssatz griindenden 
Integralverfahren auf diese Stro6mung nicht so bedenklich, wie sie es 
bei Stromungen mit Druckanstieg in Strémungsrichtung wire. Im 
folgenden werden die Annahmen 4 und 5 aus Kapitel 2.1 beibehalten 
werden. Ebenso werden ein Bezugszustand und eine Bezugsgeschwin- 
digkeit nach Punkt 1 von §2.2 eingefiihrt und die dimensionslose, 
wandparallele Koordinate § nach Gleichung 9 definiert. Zusiitzlich 
soll vorausgesetzt werden, dass das strémende Gas ein ideales Gas mit 
temperaturproportionaler Zihigkeitu (« = 6 = y = 1) ist und kons- 
tante Prandtl Zahl Pr besitzt. 

Die Impulsgleichung fiir instationire, kompressible Grenzschichten 
lautet: 


~ 


(o = 0x) dz += (9226) 


| ou 0 
+ —=— 0ottn5* a es ret, 
Ox 


Ox 


Dabei haben 6* und 6 die Bedeutung der Verdringungsdicke bzw. 
der Impulsverlustdicke: 


u\ ow 
1-—-— az. 

theo] Ono thee 
(Die Grosse 6 in Kap. 5 unterscheidet sich von der hier eingefiihrten 
Grésse § um einen Faktor 0,/0,,, wie aus einem Vergleich der Defini- 
tionen (66) und (70) folgt). 7, ist die Wandschubspannung. Wie 
iiblich wird nun eine Grenzschichtdicke 6 eingefiihrt und fiir Wandab- 
stinde z < 6 ein Geschwindigkeitsprofil nach einem Potenzgesetz, im 


allgemeinen 
fou als 


—=(5] (71) 


U x 


(iiber Messungen des Geschwindigkeitsprofils wird von Martin*? 
und Gooderum** berichtet). Fiir die Wandschubspannung wird 
von Mirels®® in Analogie zur Wandschubspannung bei stationiren 
Stro6mungen unter Beriicksichtigung der Voraussetzung y = | folgender 
Ansatz gemacht: 


\ 1/4 


> a ae 
—— == (), 0225 foe —— ‘ 72 
° yr i i. y, (7 ) 
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Die Berechtigung der Ubertragung dieses Ansatzes von stationdren 
auf instationire Stromungen ist natiirlich offen, solange sie nicht 
durch experimentelle Untersuchungen erhartet rst (hierzu vgl.4’). Fiir 
die Grenzschicht hinter einer konzentrierten Welle ist jedoch zu 
erwarten, dass der Ansatz recht gut gilt, weil dort die Aussenstromung 
und die Randbedingungen genau wie bei stationiren Stro6mungen 
zeitunabhangig sind. 

In den Ansatz 72 geht das Verhaltnis der Aussentemperatur T,, 
zu einer mittleren Temperatur 7',, in der Grenzschicht ein, wobei 7’,, 
wie folgt definiert ist: 


T, ist die Wandtemperatur, 7’, die Recovery-Temperatur. Diese 
kann nach (30) berechnet werden; fiir 7(0) setzt man die fiir stationare 
Grenzschichten giiltige Beziehung 7(0) = Pr’*. Schliesslich muss 
noch ein Ansatz fiir das Dichte- bzw. Temperaturprofil gewahlt 
werden. Hierfiir wird in®® folgender Ausdruck gesetzt: 


Dies entspricht einem Zusammenhang zwischen Temperatur- und 
Geschwindigkeitsprofil, wie er bei der Prandtl-Zah] Pr = 1 streng 
giltig ist (Croccosche Relation). 

Geht man mit diesen Ansdtzen in die Impulsgleichung 68 ein, so 
ergibt sich, dass fir alle Fille der hier betrachteten Klasse von 
Aussenstrémungen (d.h. fiir solche Stromungen, die nur von 2/t 
(bzw. €) abhingen) die Grenzschichtdicke 6 fiir die vollturbulente 
Grenzschicht, also bei Vernachlissigung laminarer Anlaufstrecken, in 
foleender Weise geschrieben werden kann: 


‘ Vo 1/4 
65/4 = ut (72] - G(é). 


G ist hierbei eine nur von & abhingige Funktion, die aus Gl. 68 
bestimmt werden muss. Als Parameter gehen in diese Funktion 
allerdings noch der Recovery-Faktor und damit die Prandtl-Zahl Pr 
und der x-Wert des Gases ein. Die Potenz } in (75) hangt damit 
zusammen, dass die Wandschubspannung 7,, nach Gl. 72 proportional 
zu 6-4 angesetzt wurde. Nimmt man stattdessen 7,, ~ 6-", so tritt. 
in dem Gl. 75 entsprechenden Ergebnis die Potenz 6'*" auf. Bei 
laminarer Stromung ist z.B. m = 1 und man erhilt anstelle von (75): 


& = vw - G,(6), (76) 
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wobei fiir G,(¢) die gleichen Bemerkungen gelten wie fir G(&). 
Wahrend an einer festen Stelle ¢ die turbulente Grenzschichtdicke 
nach (75) ~ ¢“® wachst, ist die laminare nach (76) ~ ¢¥/2, 


6.2 Turbulente Grenzschicht in einer stetigen 
Expansionswelle 

Das Ergebnis fiir G(é) soll zunachst fiir die stetige Expansionswelle 
mitgeteilt werden. Die Bezeichnungen sind dieselben wie bei der 
entsprechenden laminaren Strémung in Kap. 4 (uy = 4a, = Ge- 
schwindigkeit des Wellenkopfes, ») = kinematische Zahigkeit in dem 
vor der Welle ruhenden Gas, § = 1 — z/(a,t)). Als Randbedingung 
fir die Wandtemperatur 7’, wird wie bei der laminaren Stromung 






































Ass. 24. Funktion G(é) (Gl. 75) fiir die turbulente Grenzschichtdicke 
in einer Expansionswelle (nach*). G (¢) entspricht der ‘‘Rayleighschen 
Naéherung”’. 


angenommen, dass diese der Temperatur 7’) vor Durchgang der Welle 
gleich ist. Die Giiltigkeit des Ergebnisses ist auf kleine Werte von é 
beschriankt (§ < 1), da die Effekte der Reibungswirme vernachlissigt 
sind; z.B. ist in den Ansiitzen 73 und 74 jeweils das zweite Glied auf 
der rechten Seite vernachlissigt, es wurde also J, » 7',. angenommen. 
G(§) wird dann von der Prandtl-Zahl Pr unabhangig. Die Rechnung 
war urspriinglich zur Anwendung auf den Rohrwindkanal gedacht, 
wo diese Vernachlissigungen zulissig sind (Becker’). Die Abwei- 
chungen gegeniiber einer verbesserten, der Reibungswarme Rechnung 
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tragenden Theorie konnen nur fiir grosse §-Werte merklich werden: 
die Fortsetzung in das Gebiet grosser &-Werte ist aber wegen der 
fir € >1 auftretenden Singularitat ohnehin problematisch (vgl. 
§2.4). Die unter diesen Annahmen berechnete Funktion G(&) ist in 
Abb. 24 iiber § im Bereich 0 < § < 1 aufgetragen. Gleichzeitig ist in 
diese Abbildung die Funktion G,(é) = 0,065 - £4 eingetragen, die 
als Anfangsglied einer Potenzreihenentwicklung von G(é) nach & 
entsteht. Diese Niherungsfunktion G, lasst folgende Deutung zu: 
Geht man mit G, anstelle von G in Gleichung 75, so erhalt man nach 
einiger Umformung 

OE a2 0,075 + 1* - in > oe (77) 


mit der schon in Kap. 3 und Kap. 4 benutzten Bedeutung von ¢* als 
derjenigen Zeit, die an einem bestimmten Ort vergangen ist, seit 
der Kopf der Welle diesen Ort iiberstrichen hat. Dies ist aber 
gleichzeitig der Ausdruck fiir die turbulente Grenzschichtdicke an 
einer unendlich ausgedehnten, ebenen Wand, wenn die durch diese 
Wand begrenzte Gasmasse (von der kinematischen Zahigkeit v9) zur 
Zeit t* = 0 mit einer zeitlich linear wachsenden Geschwindigkeit 
u. ~t* in Bewegung gesetzt wird. G, gibt also die turbulente 
Grenzschichtdicke beim verallgemeinerten Rayleigh-Problem’®. 


6.3 Turbulente Grenzschicht hinter einer unstetigen Welle 


Mit denselben Annahmen und Vernachlissigungen wie fiir die 
turbulente Grenzschicht in einer stetigen Expansionswelle, also 
insbesondere unter Vernachlassigung der Reibungswarme, kann auch 
diejenige hinter einer mit der Geschwindigkeit V in ruhendes Gas 
laufenden unstetigen Welle berechnet werden.—Die Bezeichnungen 
sind auch hier wieder genau so wie bei der analogen laminaren 
Grenzschicht in Kap. 3 gewahlt.—Das Ergebnis lasst sich in folgender 
Form schreiben (Becker®, vg]. auch Mirels®®). 


/y,, \U4 
65/4 = 0,225 |u,|t* - (==) . F5i4 
Ue) 


mit der bekannten Bedeutung von ¢*. Der Ausdruck 


654 — 0,225 |u|t* - 
gilt fiir die turbulente Grenzschichtdicke beim Rayleigh-Problem®. 
Die dimensionslose Grésse F gibt die Abweichung der wirklichen 
Grenzschichtdicke hinter der unstetigen Welle von der Rayleighschen 
Grenzschichtdicke an. 
F hangt selbstverstindlich von der Wellenstarke, also vom 
Parameter u,./V ab. Ausserdem hingt F noch von dem Verhiltnis 
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T/T, ab. Solange das Verhiltnis 7',,/7',,, aber in der Nahe von 1 
liegt, etwa im Bereich 0,6 < T.,/T,, < 1,4, kann man seinen Einfluss 
auf F vernachlissigen*. Mit dieser Vernachlissigung ist F in Abb. 9 
als Kurve “turbulent” eingetragen. Man erkennt, dass die von der 
Wellenstéarke abhangige Vergrdésserung oder Verkleinerung der 
Grenzschichtdicke gegeniiber dem Rayleighschen Wert bei der 
turbulenten Grenzschicht sehr viel ausgeprigter ist als bei der 
laminaren. Der analytische Ausdruck fiir F/ ist (unter der Voraus- 
setzung 7’,,./T,, ~ 1): 


(80) 


Der Grenziibergang V — —co fiihrt auch hier wie bei der laminaren 
Grenzschicht nach geeignetem Wechsel der Bezugsgréssen zur 
Grenzschicht einer stationir angestr6mten ebenen Platte (turbulente 
Blasius-Grenzschicht). 

Bei Kenntnis der Grenzschichtdicke 6 kann die Wandschubspan- 
nung 7,, nach Gleichung 72 berechnet werden. Man erhalt 


—*— = 0,061 NE) [-2e.) 7 (81) 


2Onbn” 


Fiir die Berechnung des Warmeiibergangs iibertrigt man ahnlich 
wie beim Schubspannungsansatz (72) die bei stationiren Str6mungen 
an ebenen Wanden gefundenen Erkenntnisse auf den vorliegenden 
Fall und setzt fiir die pro Zeit und Flacheneinheit ttbergehende 
Warme*®: 

(7, — 7,) 
q = Ty a eae : Pr-2/3, 
\W0| 
wobei 7,, nach Gleichung 81 bekannt ist und 7’, nach Gleichung 44 mit 


r(0) = Pr’? berechnet werden kann. 


6.4 Turbulente Grenzschicht in und hinter einer stetigen 
Expansionswelle 


Die turbulente Grenzschicht in und hinter einer Expansionswelle 
(also die Grenzschicht im Gebiet 4 + 3 des Stosswellenrohres oder im 
Rohrwindkanal z.B.) lisst sich aus den Lésungen fiir die Grenzschicht 
in der stetigen Welle und hinter der unstetigen Welle zusammensetzen. 
Es zeigt sich nimlich, dass man zu jeder stetigen Expansionswelle eine 
fiktive unstetige Welle mit derselben Nachlaufgeschwindigkeit w,, 
hinter der Welle derart finden kann, dass die durch diese unstetige 
Welle erzeugte Grenzschicht am hinteren Rand der stetigen Welle zu 
allen Zeiten die gleiche Dicke hat, wie die durch die stetige Welle 
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selbst erzeugte Grenzschicht. Damit ist klar, dass im Rahmen unserer 
Naherungsrechnung nach dem Impulsverfahren die Grenzschicht 
hinter der stetigen Welle durch diejenige hinter der fiktiven unstetigen 
Welle ersetzt werden kann. Der Sachverhalt ist in Abb. 25 veran- 
schaulicht. 
Fiktive unstetige Welle 
stetige Welle 




















Ass. 25. Zusammenschluss der Lésungen fiir die Grenzschicht in einer 
stetigen Welle und hinter einer unstetigen Welle. 
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AsB. 26. Diagramm zur Bestimmung der Funktion G(§;é,) fur die 
turbulente Grenzschichtdicke in and hinter einer Expansionswelle 
(nach®). 


ll 
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In die Funktion G(&) geht nun der Wert von am hinteren Rand der 
stetigen Expansionswelle, £,, ein. Die Grenzschichtdicke 6 lasst sich 
nach (75) in der Form 


mit der oben erliuterten Bedeutung von », und a, schreiben (vgl. 
auch Abb. 25). G(é,é,) kann fiir ¢ < 1 in leicht ersichtlicher Weise 
dem Diagramm 26 entnommen werden (Becker). Fiir € < &, fallt 
G(é,é,) mit G(é) fir die Grenzschicht in der stetigen Expansionswelle 
zusammen, fiir &; < § <1 ist es eine lineare Funktion in £. Diese 
lineare Funktion ist in dem Diagramm 26 durch die Werte an den 
Intervallenden £, und 1 festgelegt. Die diinngezeichnete Kurve ist 
eine Hilfskurve zur Festlegung von G(1,é,). 

Mit Hilfe dieses Diagramms kann die turbulente Grenzschicht im 
Rohrwindkanal bzw. im Gebiet 4 + 3 des Stosswellenrohres berechnet 
werden. Die vollstandige, turbulente Grenzschicht im Stosswellenrohr 
ist im Gegensatz zur laminaren Grenzschicht seither noch nicht 
berechnet worden.—Auf weitere Einzelheiten, z.B. Beriicksichtigung 
der Reibungswirme, soll hier nicht eingegangen werden. 


7. Einige verwandte Grenzschichtstrémungen 


7.1 Ein einfaches Modell fiir die Stromung im 
Stosswellenrohr 


In diesem Kapitel (Kap. 7) soll ein sehr einfaches Modell fiir die 
Stro6mung im Stosswellenrohr diskutiert werden, das trotz seiner 
Einfachheit eine Reihe von charakteristischen Ziigen dieser Str6mung 
wiedergibt und ausserdem als Spezialfille einige Str6mungen enthalt, 
die in anderem Zusammenhang schon untersucht worden sind oder die 
fiir andere Anwendungen von Bedeutung sind. Zur Vereinfachung 
soll von allen Effekten der Kompressibilitat und des Wairmeiibergangs 
sowie der Verinderlichkeit der Stoffgréssen abgesehen werden. Diese 
physikalisch recht einschneidende Beschrinkung ist nicht ohne 
physikalische Bedeutung. Nach der Flachwasseranalogie der Gas- 
dynamik muss namlich der Vorgang im Stosswellenrohr (und im 
Rohrwindkanal) ein Analogon in einer Flachwasserstr6mung haben, 
wo die Bedingungen der Inkompressibilitit und der Konstanz der 
Stoffeigenschaften trivialerweise erfiillt sind. 

Das Analogon zur Strémung im Stosswellenrohr ist in flachem 
Wasser die Str6mung beim sogenannten “Dammbruch.” Diese 
Strémung ist in Abb. 27 skizziert. Zur Zeit ¢ <0 ist durch eine 
vertikale Wand (‘““‘Damm’’) eine iiber horizontalem, ebenem Grund 
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ruhende Flissigkeit von der Tiefe h; von einer solchen von der Tiefe 
h,<h; getrennt. Zur Zeit t = 0 wird die vertikale Trennwand 
entfernt und es entsteht der in Abb. 27 skizzierte Stromungsvorgang. 
Die einzelnen Strémungsgebiete sind in diesem Abbildung mit 
denselben Zahlen bezeichnet wie die analogen Gebiete im Stosswellen- 
rohr nach Abb. 1. An die Stelle des Verdichtungsstosses tritt ein 
‘““Wassersprung”’, an die Stelle der Expansionswelle eine stetige 




















Sunkwelie 
Kontoktfloche 


ABB. 27. Strémungsvorgiinge beim Dammbruchproblem. 


“Sunkwelle’. Die Kontaktfliche ist hier, im Gegensatz zu den 
Verhaltnissen im Stosswellenrohr, keine Unstetigkeit der Aussen- 
stromung; sie hat nur die Bedeutung derjenigen Fliche, die das 
anfangs tiefere Wasser vom anfangs flacheren Wasser trennt. 

Fir die Untersuchungen des vorliegenden Kapitels soll dieser 
Strémungsvorgang dadurch noch weiter vereinfacht werden, dass die 
stetige Sunkwelle durch eine fiktive unstetige Sunkwelle ersetzt wird. 
Man kommt dann zu dem in Abb. 28 a skizzierten Str6mungsmodell: 
Mit der Geschwindigkeit V, lauft eine unstetige Welle nach rechts in 
ruhende Fliissigkeit hinein und erzeugt hinter sich eine der Wellen- 
geschwindigkeit gleichgerichtete Stromungsgeschwindigkeit «,.. Nach 
links lauft eine unstetige Welle mit der Geschwindigkeit V_ und 
erzeugt hinter sich die gleiche Stromungsgeschwindigkeit w,, wie die 
rechtsliufige Welle. Zur Zeit t = 0 sollen beide Wellen am Orte 
x = Oentstanden sein, so dassihreresp. Entfernungen vom Nullpunkt 
fiir alle Zeiten t > 0 durch Vt und V_t gegeben sind. 

Folgende Grenzfille dieses Problems verdienen besondere Beach- 
tung: 

V_ = 0, (Abb. 28b). In diesem Fall wird die gesamte 
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an die ebene Wand angrenzende Fliissigkeitsmasse zur Zeit t = 0 
ruckartig mit der Geschwindigkeit u,, parallel zur Wand in Bewegung 
gesetzt. Man erhalt auf diese Weise offenbar den von Rayleigh 
zuerst untersuchten Fall, die sog. Rayleigh-Grenzschicht, die in 
diesem Bericht schon mehrfach erwihnt wurde und auf die im 
Kapitel 8 noch niher eingegangen wird. Statt der Flissigkeit kann 
man natiirlich auch die ebene Wand ruckartig bewegen. 











Bod 
ee 


Up 


(c) | | 





ABB. 28a. Einfaches Str6mungsmodell fiir die Vorgiinge im Stoss- 
wellenrohr oder beim Dammbruch. 
ABB. 28b. V_ = V_ = wo: Rayleighproblem. 
Ass. 28c. V_ =0, V. =o: halbunendliche Platte, Strémung zur 
Zeit t = 0 mit der Geschwindigkeit uw, ruckartig in Gang gesetzt. 
ABB. 28d. V_ = 0, V, < «: halbunendliche Platte, Str6mung durch 
Verdichtungsstoss (Geschwindigkeit V__) in Gang gesetzt. 
Gestrichelte Linien: ‘‘Grenzschichtrand,”’ strichpunktierte Linien: 
““Kontaktflache.”’ 

2. = 0, V_=0, (Abb. 28c). Dies ist eine Verallgemeinerung 
des Rayleighschen Problems. Die Flissigkeit wird weiterhin zur Zeit 
¢t = 0 ruckartig auf die Geschwindigkeit wu, gebracht. Die Stelle 
«2 = 0 bleibt aber unabhingig von der Zeit ¢ Beginn der Grenzschicht 
mit der Dicke 0. Diese Str6émung kann dadurch realisiert werden, 
dass man die Fliissigkeit an einer ebenen Platte, die bei x = 0 beginnt 
und sich lings der positiven x-Achse ins Unendliche erstreckt, zur 
Zeit ¢ = 0 ruckartig mit w,, in Bewegung setzt (bzw. bei ruhender 
Fliissigkeit die Platte bewegt). Dieses Problem wurde zuerst von 
Stewartson®® untersucht. 

3. V. < wo, V_ = 0, (Abb. 28d). Auch hier bleibt die Stelle x = 0 
unabhingig von der Zeit Grenzschichtanfang. Man kann sich diese 
Strémung in einem kompressiblen Medium dadurch realisiert denken, 
dass lings einer halbunendlichen Platte ein Verdichtungsstoss 
wandert, der zur Zeit ¢ = 0 gerade die Vorderkante der Platte 
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erreicht hat. Diesem Vorgang kommt offenbar eine gewisse Bedeu- 
tung bei Experimenten im Stosswellenrohr zu, da ja bei Modellunter- 
suchungen im Stosswellenrohr die Stromung auch durch den iiber das 
Modell hinwegwandernden Verdichtungsstoss in Gang gebracht wird. 
In unserem Falle ist das ‘““Modell” einfach die halbunendliche, ebene 
Platte (vgl.7*79) 


7.2 Anwendung des Impulssatzes 

Der Verlauf der Verdriangungsdicke 6* oder der Impulsverlustdicke 
6 fiir das in Abb. 28 gekennzeichnete Problem soll nun unter ganz 
einfachen Voraussetzungen nach dem Impulssatz abgeschatzt werden. 
Wegen der Voraussetzung der Inkompressibilitat und da die Aussenge- 
schwindigkeit w,, konstant ist, reduziert sich der Impulssatz (68) auf: 


(84) 

wobei (85) 

gesetzt wurde. Wir nehmen nun weiterhin an, dass das Verhaltnis 

von Verdringungsdicke 6* zu Impulsverlustdicke @ (also ein die 
Grenzschichtform charakterisierender Parameter) konstant ist: 

6*/@ = H = const. (86) 

Bei laminarer Strémung ist H ~ 2,6, bei turbulenter H ~ 1,3. 

Ausserdem setzen wir die Schubspannung proportional zu einer 

Potenz der Verdrangungsdicke: 
tT) ~ 0-" (87) 


w 
(vgl. §6.1), wo bei laminarer Strémung n = 1, bei turbulenter Stro- 
mung n ~ fist. Der Impulssatz 84 bekommt dann die Form 


n+1 n+l 
H a eae ys (88) 
ot 0s 
Hier bedeutet I eine von der Aussenstrémung und den Stoffgréssen 
abhingige, aber von 6 unabhangige Grosse, die in diesem Zusammen- 
hang nicht weiter interessiert. Die einfache, lineare, partielle Diffe- 
rentialgleichung 88 fiir die Grésse 6”"*! ist mit folgenden Randbe- 


~ 


dingungen zu lésen: gna — 0 





auf den beiden erzeugenden Wellen, also auf den Geraden: 
Y 


ey 


in der s—t-Ebene (Abb. 29). 
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Durch die Gleichung 88 sind in der s-t-Ebene bekanntlich charak- 
teristische Grundkurven definiert; diese Kurven geniigen der aus (88) 
folgenden Gleichung 


dt 
—=dH (90) 
ds 
und sind somit gerade Linien mit dem Neigungswinkel arctg H gegen 
die s-Achse. Lings einer jeden charakteristischen Grundkurve gilt 


Ss =t/H 
/ 











t/H 
ABB. 29. Oben: s-t-Ebene. Ausgezogen: rechts- und _linksliufige 
Welle; strichpunktiert: Kontaktflache in der Aussenstrémung; stark 
gestrichelt: ‘‘Grenzcharakteristik;’’ schwach gestrichelt: charakteris- 
tische Grundkurven. 
Unten: Verlauf von 6"*! iiber s in dem beliebig herausgegriffenen 
Zeitpunkt t,. Der Knick bei B ist der Ubergang der durch die links- 
laufige Welle erzeugten Grenzschicht im Gebiet s < ¢,/H in die durch die 
rechtsliufige Welle im Gebiet s > ¢,/H erzeugte Grenzschicht. 


andererseits fiir die gesuchte Grosse 6"*1 die ebenfalls aus (88) folgende 

Gleichung: 
dgr+ dg@"+i 

ie bzw. 91 

8 dt re 

mit den Randbedingungen (89). Eine besondere Rolle spielt die 

durch den Nullpunkt der s—t-Ebene gehende “‘Grenzcharakteristik’’: 

Sie trennt die von der “‘linkslaiufigen Welle’ ausgehenden charakteristi- 

schen Geraden von denjenigen, die von der “‘rechtsliufigen Welle” 

ausgehen. Lings dieser Charakteristik hingt daher die Lésung fiir 

die durch die linkslautige Welle erzeugte Grenzschicht mit derjenigen 
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zusammen, die durch die rechtslaufige erzeugt wird. Auf der Grenz- 
charakteristik tritt daher die in Kap. 5 eingefiihrte Unstetigkeit ‘“B”’ 
auf, die, wie dort schon erwahnt wurde, bei der Impulsmethode an die 
Stelle des in Wirklichkeit vorhandenen, endlich ausgedehnten 
Ubergangsgebietes tritt. Dies wird aus Abb. 29 deutlich, wo unter 
der s—t-Ebene die aus (91) folgende Lésung fiir 6"~? fiir einen bestimm- 
ten, willkiirlich herausgegriffenen Zeitpunkt ¢ = ¢, in Abhangigkeit 
von s aufgetragen ist. Im Punkte B, also auf der Grenzcharakteristik, 
nimmt 6"*! gerade den zur Zeit ¢ = t, gehorigen Ravleighschen Wert 
an, namlich 


r 
@+1 (4B) =F t (92) 


6"+1 fallt dann nach beiden Seiten von B aus linear auf Null am Ort 
der beiden die Strémung erzeugenden Wellen ab. 

In Abb. 29 ist strichpunktiert noch die Linie s = ?, also x = uxt 
eingetragen; diese Linie gibt die Lage der Kontaktflache in der 
Strémung ausserhalb der Grenzschicht an. Wie man sieht, liegt die 
Grenzcharakteristik und damit die Ubergangsstelle B umso naher 
an dieser Kontaktfliche, je naher H bei 1 liegt. Fir turbulente 
Grenzschichten liegt der Ubergang somit naher an der Kontaktflache 
als fir laminare. 

Zum Schluss sollen noch kurz die aus der hier erlauterten allgemei- 
nen Loésung leicht zu ermittelnden Lésungen fiir die in §7.1 ange- 
fiihrten Sonderfille mitgeteilt werden, in der gleichen Reihenfolge 
wie dort: 

1. Beim Rayleigh-Problem erhalt man unabhangig vom Ort s die 
nur von der Zeit ¢t abhangige Losung 


lr 
g7t+1 ——t 93) 
ij (93) 


2. Fiir die halbunendliche Platte und ruckartiges Ingangsetzen der 
Strémung zur Zeit t = 0 erhalt man 


Me Caieate : et = Ps, (94) 


d.h.: in Umgebung der Vorderkante der Platte (s = 0) stellt sich 
eine von ¢t unabhingige und nur vom Ort s abhangige Grenzschicht 
vom Blasiusschen Typ ein; 


, 
fir t/H<s : oti =—t, (93*) 
H 
in der Entfernung s = t/H von der Vorderkante schliesst sich also 
an die zeitunabhingige Blasiusgrenzschicht (Gl. 94) die nur von der 
Zeit abhangige Rayleigh-Grenzschicht an (vgl. auch®®). 
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3. Bei der halbunendlichen Platte mit dem dartiber hinweglau- 
fenden Verdichtungsstoss ergibt sich 


fir O<e<H : GH = Ps, (94) 


also genau wie unter 2. die zeitunabhingige Blasiusgrenzschicht; und 


fir (/H<s : @H= r (Vij. —e 


=— 95 
H(V,/u.)t —1/H ’ iy 





d.h.: wie in dem unter 2. angefiihrten Problem endet die Blasiussche 
Lésung bei s = ¢/H. Hier schliesst mit dem Knick B die sowohl von 
der Zeit t als auch dem Ort s abhangige Lésung im Gebiet links von der 
Verdichtungswelle an, deren exakte Behandlung sich in Kap. 3 findet. 


7.3 Anwendung der Rayleighschen Methode 


Die in §7.2 angewandte Methode zur Behandlung des durch Abb. 
28a gekennzeichneten Grenzschichtproblems liefert wegen der dabei 
angewandten Integration tiber die Grenzschicht Ergebnisse, die in 
gewissem Sinne eine Mittelung iiber die ganze Grenzschichtdicke 
darstellen. Nun folgend soll dass gleiche Problem mit einer Methode 
behandelt werden, die die Verhiltnisse am Grenzschichtrand richtig 
wiedergibt, bei Anniherung an die Wand aber unzuverlassig wird. 
Ks handelt sich um die sogenannte ‘““Rayleighsche Methode’’, die u.a. 
zur Behandlung des Spezialfalles 2. in einer Arbeit von Stewartson®?® 
verwendet wurde. Hierbei wird unter Beschrinkung auf die inkom- 
pressible, laminare Str6émung mit konstanten Stoffeigenschaften die 
Grenzschichtgleichung (1) durch die lineare Gleichung 


Ou Ou (cha 


alle Vee algo (96 
ot = as . 2 m7 


mit der durch (85) gegebenen Bedeutung von s ersetzt. Gl. 96 ist mit 
folgenden Randbedingungen zu lésen: 


an der Wand z } : u=O0, 


am Grenzschichtrand = 6 : 4 = yp, | 
' 
| 
| 


auf den beiden erzeugenden Wellen, d.h. auf den | 


Geraden s 
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Als Lésung der durch a und (97) gestellten Aufgabe ergibt sich: 


1 + V_/ts \) } 
fo. | ts, 
_ °| Wi (vt) (5 aot 


| 
| 
| 
} 





giltig fir — Vy < oF, 
Ueo 


also giiltig in dem Gebiet der s-t-Ebene zwischen der linksliufigen 
Welle und dem Ort der Kontaktflache in der Aussenstr6mung. Weiter 


: { pA lf l —— V ,/te ! | 
U = Us erfe \4 (vt) Gr —_ V [We { 
[ 


iii wae vs 
giltig fir t<s<—t, 
Ue 





(99) 


also giiltig im Gebiet zwischen dem Ort der Kontaktfliche in der 
Aussenstroémung und der rechtsliufigen Welle. 

Die Ubergangsstelle zwischen den beiden Lésungen 98 und 99 liegt 
also bei s = t, d.h. x = u,t, also dort wo in der Aussenstrémung die 
Kontaktflaiche liegt. Direkt an der Ubergangsstelle s =t gehen 
beide Lésungen in die Rayleighsche Lésung iiber: 

ag TE e 
u = U,. erfe Von!’ (100) 

In Wirklichkeit wird der Ubergang zwischen diesen beiden 
Lésungen nicht an einer bestimmten Stelle (mit entsprechenden 
Unstetigkeiten, z.B. in den Ableitungen der Lésungen nach s) vor 
sich gehen, wie dies nicht nur bei den oben gegebenen Lésungen 98 
und 99, sondern auch bei-den Lésungen nach dem Impulssatz in §7.2 
der Fall ist. Nach der Diskussion zu Ende von §2.4 gehen die 
Lésungen in einem ganzen Ubergangsgebiet ineinander iiber. Dieses 
Gebiet erstreckt sich nach §2.4 zwischen dem Ort der Kontaktflache 
in der Aussenstromung und dem Entstehungsort der beiden Wellen, 
also zwischen s =¢ und s = 0 in der s-t-Ebene. Auf Grund der 
Ergebnisse in §7.2 und §7.3 kann man sich jetzt folgende qualitative 
Vorstellung iiber diesen Ubergang bilden: Bei s =? beginnt am 
aiusseren Grenzschichtrand eine Umgestaltung des Profils der durch 
die rechtsliufige Welle verursachten Grenzschicht. Die Umgestaltung 
“frisst’’ sich mit kleinerwerdendem s weiter in das Innere der 
Grenzschicht hinein und ist bei s = 0 beendet; hier ist das Profil der 
Grenzschicht hinter der linksliufigen Welle erreicht, dieses Profil wird 
dann (bis auf einen MaBstabsfaktor) fiir s < 0 bis zur linkslaufigen 
Welle beibehalten. Praktisch wird die Umgestaltung des Profils fast 
vollstindig in dem Bereich zwischen der Grenzcharakteristik s = t/H 
und dem Ort der Kontaktflache in der Aussenstré6mung s = ¢ erfolgen, 
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also fiir turbulente Grenzschichten mit H ~ 1,3 auf einem engeren 
Bereich als fiir laminare mit H ~ 2,6. Diese Vorstellungen iiber den 
Ubergang zwischen den beiden Lésungen finden sich u.a. in der 
Arbeit von Stewartson®® iiber die halbunendliche, ruckartig bewegte 
ebene Platte, wo auch genauere Untersuchungen tiber die Singularitat, 
die den Ubergang vermittelt, angestellt werden. 


8. Die kompressible Rayleigh-Grenzschicht 


In dem vorliegenden Bericht wurde an den verschiedensten Stellen 
die sogenannte Rayleigh-Grenzschicht erwahnt, d.h. die Grenzschicht 
an einer unendlich ausgedehnten, ebenen Wand, wenn man die 
angrenzende Fliissigkeit bzw. das angrenzende Gas ruckartig zur 
Zeit t* = 0 mit einer konstanten Geschwindigkeit wu, parallel zur 
Wand in Bewegung setzt. Es liuft auf dasselbe hinaus, das an die 
Wand angrenzende Gas als ruhend zu betrachten und sich vorzustellen, 
die Wand werde von der Zeit t* = 0 ab mit der Geschwindigkeit wu. 
ruckartig bewegt. Bei den nachfolgenden Uberlegungen soll diese 
Betrachtungsweise zugrundegelegt werden. 

Falls das Stromungsmedium inkompressibel ist und laminar strémt, 
verschwinden die zur Wand senkrechten Geschwindigkeitskomponen- 
ten in der an der Wand entstehenden und mit der Zeit t* anwachsenden 
‘“Rayleigh-Grenzschicht’’. Dies hat zur Folge, dass die nichtlinearen 
Glieder aus den Navier—-Stokesschen Gleichungen herausfallen und 
dass sich diese Gleichungen dann ohne weitere Vernachlissigungen auf 
die Warmeleitungsgleichung reduzieren. Die Lésung dieser Gleichung 
fiir die Randbedingung der ruckartig bewegten Wand lasst sich 
iibrigens in geschlossener Form angeben: Gleichung 100. Die 
Rayleigh-Grenzschicht bei inkompressibler, laminarer Strémung ist 
also eine der wenigen bekannten strengen Lésungen der Navier- 
Stokesschen Gleichung (Rayleigh ®®: ®) 

Diese Eigenschaft geht bei kompressiblem Stromungsmedium 
verloren. Durch die Reibung in der Grenzschicht wird namlich das 
Gas in Wandnihe aufgeheizt, was wiederum Dichteinderungen zur 
Folge hat. Nach der Kontinuititsbedingung mitissen dann zur Wand 
senkrechte Geschwindigkeitskomponenten auftreten. Man kann das 
kompressible Rayleigh-Problem mit den iiblichen Grenzschicht- 
vernachliissigungen losen und erhalt dann die Ergebnisse, auf die im 
vorliegenden Bericht an verschiedenen Stellen Bezug genommen 
wurde. Diese Grenzschichtlésungen gelten aber nur, wenn die nach 
Gleichung 37 definierte Reynoldszah] nicht zu klein ist, d.h. wenn eine 
gewisse Zeit nach Ingangsetzen der Str6mung verstrichen ist. Der 
statische Druck ist in dieser Grenzschicht konstant und die Dichte 
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andert sich deshalb, ideales Gas vorausgesetzt, umgekehrt proportional 
zur absoluten Temperatur in der Grenzschicht. 

Unmittelbar nach dem ruckartigen Ingangsetzen der Stromung, also 
fiir Re = 0, hat die Loésung der Navier-Stokesschen Gleichungen ganz 
andere Eigenschaften: Hier ist die Dichte in der Grenzschicht 
konstant und der Druck andert sich tiber die Grenzschicht nach der 
idealen Gasgleichung proportional zur absoluten Temperatur, die in 
der Grenzschicht wegen der Reibungswirme hoher ist als in weiter 
Entfernung von der Wand. Der statische Druck an der Wand ist fir 
t* = +0, also unmittelbar nach Beginn des Strémungsvorgangs 


durch 
p,(0) = p.(1 + 0,2155 M,?) (101) 


gegeben, wobei Pr = 0,7 und «x = 1,4 vorausgesetzt ist (Howarth*®). 
Yq ist der statische Druck in dem ungestérten Gas weit weg von der 
Wand, M,, = u,/a,... Mit wachsender Zeit gleicht sich der Druck in 
der Grenzschicht durch Kompressionswellen aus, die von der Wand 
weg in die noch ungestérte Gasmasse hineinlaufen (van Dyke'*). 
Nach geniigend langer Zeit wird so schliesslich der Zustand der 
eigentlichen Rayleigh-Grenzschicht erreicht, indem der Druck iiber die 


Grenzschicht konstant und die Dichte variabel ist. Im Ubergangs- 
gebiet zwischen diesen beiden Lésungen sinkt der Wanddruck p,, nach 
folgendem Gesetz mit der Zeit t* und damit Re ab!®: 





(102) 


Dieses Resultat gilt fiir Pr =1 und beliebige «!® und auch fir 
Pr = 0,75 und « = 1,489. Es scheint somit unabhangig von Pr zu 
sein. Die Zeit, in der die Anfangslésung mit konstanter Dichte in der 
Grenzschicht auf die Endlésung mit konstantem Druck abklingt, ist 
im allgemeinen so klein (Gréssenordnung 10-8 sec), dass es fraglich 
ist, ob man die Vorginge nach der den Navier-Stokesschen Gleichun- 
gen zugrunde liegenden Kontinuumstheorie behandeln darf. Unter- 
suchungen itiber die Rayleigh-Grenzschicht auf gaskinetischer Grund- 
lage liegen verschiedentlich vor*4.3*, doch kann im Rahmen dieses 
Berichtes nicht naiher darauf eingegangen werden. 


9. Experimentelle Ergebnisse 


9.1 Messmethoden 


In der Einleitung (Kap. 1) wurde schon erwihnt, dass das Interesse 
an den in diesem Bericht erérterten Grenzschichten im wesentlichen 
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im Zusammenhang mit der zunehmenden Verwendung des Stoss- 
wellenrohres in der Aerodynamik entstanden ist. Dementsprechend 
sind experimentelle Ergebnisse tiber diese Grenzschichten fast 
ausschliesslich durch Versuche in Stosswellenrohren erhalten worden. 
Die grosse Mehrzahl dieser Ergebnisse bezieht sich allerdings nur 
mittelbar auf die Grenzschicht an der Wand des Stosswellenrohres, da 
meistens nicht diese Grenzschicht direkt gemessen wurde, sondern 
sekundire Effekte, die durch sie erzeugt werden, insbesondere die 
zeitliche Abnahme der VerdichtungsstoBstirke. 

Im Hinblick darauf, dass die Vorginge in Stosswellenrohren 
normaler Gréssen in Zeiten von einigen Millisekunden ablaufen, ist 
man auf elektronische Messmethoden angewiesen. Die Stirke des 
Verdichtungsstosses wird hierbei im allgemeinen aus der Stossge- 
schwindigkeit ermittelt, diese wiederum durch elektronische Messung 
der Zeit bestimmt, die der Verdichtungsstoss zum Durchlaufen einer 
kleinen Strecke des Rohres bendtigt. Der Durchgang des Stosses 
durch die beiden Endpunkte dieser Strecke kann optisch fixiert 
werden (z.B.*%,72), Fiir Dichtemessungen im Stosswellenrohr sind in 
den meisten Fillen Interferometer benutzt worden. Der zeitliche 
Verlauf der Dichte an einem bestimmten Ort kann mit dem Chrono- 
Interferometer ermittelt werden”*>, Die bei Dichteinderungen sich 
verschiebenden Interferenzstreifen wandern in diesem Instrument 
iiber eine Fotozelle, welche die dabei entstehenden Schwankungen in 
der Lichtintensitit misst. Der raumliche Dichteverlauf zu einem 
bestimmten Zeitpunkt kann mit einem Mach-Zehnder-Interferometer 
gemessen werden?,?3.47,48,67, Messungen des statischen Druckes an 
einer bestimmten Stelle in Abhingigkeit von der Zeit kénnen auf recht 
verschiedene Weise durch Einbau einer auf schnelle Druckinderungen 
ansprechenden Drucksonde in die Rohrwand vorgenommen werden. 
Z.B. werden piezoelektrische Druckmesser oder diinne Membranen, 
deren Durchbiegung unter Druck elektrisch gemessen wird, verwen- 
det?+*2, Der Wiarmeiibergang an die Rohrwand lasst sich mit einem 
in die Rohrwand eingebauten Widerstandsthermometer messen. Im 
allgemeinen ist dies ein diinnes Goldblittchen, dessen Widerstands- 
iinderung mit der Temperatur bestimmt wird?:*.19.47,8, Durch solche 
Temperaturmessungen kann die Berechtigung der in der Theorie 
gemachten Voraussetzung konstanter Wandtemperatur nachgewiesen 
werden (vgl. z.B.47). Wairmeiibergangsmessungen sind ausserdem ein 
Mittel zur Feststellung des Umschlages von der jaminaren in die 
turbulente Grenzschicht. 

Das Geschwindigkeitsprofil in der Grenzschicht kann aus dem 
interferometrisch ermittelten Dichteprofil berechnet werden, wenn 
man den Zusammenhang zwischen Dichte bzw. Temperatur und 
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Geschwindigkeit in der Grenzschicht kennt**.47.48. Ein ganz anderer 
Weg zur Bestimmung des Geschwindigkeitsprofils besteht darin, die 
Deformation der Kopfwelle eines durch das Stosswellenrohr geschosse- 
nen Projektils in der Wandgrenzschicht zu beobachten*. 


9.2 Indirekte Nachpriifungen der Theorie 


Abbildung 2 enthalt Messungen der VerdichtungsstoBstarke in 
einem Stosswellenrohr in Abhingigkeit von der Entfernung x vom 
urspriinglichen Ort der Membran (Trimpi und Cohen”). Die Stoss- 
starke wurde bei diesen Versuchen auf die oben beschriebene Art 
durch Messung der Stossgeschwindigkeit ermittelt. Die ausgezogenen 
Linien sind theoretische Kurven nach Mirels**, die fiir vollturbulente 
Grenzschicht im Stosswellenrohr errechnet wurden. Parameter der 
einzelnen Teilabbildungen ist das Anfangsdruckverhiltnis p,;/p, im 
Stosswellenrohr, das ein Mass fiir die StoBstirke ist. Die Ordinate ist 
das Verhaltnis des theoretischen statischen Druckes p.. hinter dem 
Verdichtungsstoss zum gemessenen Druck p,. Fiir den schwichsten 
Verdichtungsstoss (Abb. 2a) fallen die gemessenen Punkte etwas iiber 
die theoretisehe Kurve, was wahrscheinlich dadurch verursacht wird, 
dass die Grenzschicht hinter dem Stoss zunachst noch laminar war. 
Fiir laminare Grenzschichten sagt die Theorie aber eine geringere 
Abschwachung der Stofstirke voraus als fiir turbulente. Bei den 
beiden nachsthoéheren StoBstirken, d.h. bei hdheren Reynoldszahlen 
und damit kleineren laminaren Anlaufstrecken (Abb. 2b und 2c), 
ist die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment sehr gut, 
bei der gréssten StoBstirke ergibt die Theorie etwas zu niedrige 
Werte fiir die Schwachung des Stosses (Abb. 2d). Die Schwachung 
des Stosses wird, wie-in Kap. 1 schon erwéhnt, im wesentlichen 
durch Wellen verursacht, die von der Grenzschicht in Gebiet 2 (Abb. 
1) erzeugt werden. Die verhaltnismissig gute Ubereinstimmung 
zwischen Theorie und Experiment ist daher eine indirekte Bestatigung 
der Rechnung fiir die turbulente Grenzschicht hinter einem Verdich- 
tungsstoss (Kap. 6.3). 

Eine analoge indirekte Bestatigung der Theorie fiir die turbulente 
Grenzschicht in und hinter einer Expansionswelle (Kap. 6.2) erhielte 
man durch Messungen des zeitlichen Druckverlaufs in der Diise eines 
Rohrwindkanals. Die in Abb. 4 mitgeteilten Messergebnisse sind 
hierfiir allerdings nicht geeignet, da bei dem fiir die Messungen 
benutzten Rohrwindkanal nur in einem kleinen Bruchteil der Messzeit 
die Voraussetzung der Theorie, dass die Grenzschichtdicke klein 
gegeniiber dem Rohrradius ist, erfiillt war. Grossenordnungsmassig 
wird aber auch hier die Theorie durch die Messergebnisse fiir kleine 
Zeiten ¢ bestatigt (Becker*). 





164 E. BECKER 


9.3 Direkte Nachprufung der Theorie 


Unmittelbare Bestatigungen der Theorie durch direkte Messungen 
der Grenzschicht in Stosswellenrohren liegen nur vereinzelt vor. Fiir 
die turbulente Grenzschicht hinter dem Verdichtungsstoss in einem 
Stosswellenrohr finden sich Ergebnisse u.a. in einem Bericht von 
Martin*’:48. Dort wurde das Dichteprofil der turbulenten Grenzschicht 
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Ass. 30. Grenzschichtdicke 6, Verdraéngungsdicke 6*, Impulsverlust- 
dicke 6 fiir die turbulente Grenzschicht in Abhangigkeit von der Entfer- 
nung 1 vom Verdichtungsstoss (nach*’). 


mit einem Mach-Zehnder-Interferometer gemessen. Aus dem Dichte- 
profil wurde sodann unter Zugrundelegung der Croccoschen Relation 
(vgl. die an Gleichung 74 anschliessende Bemerkung) das Ge- 
schwindigkeitsprofil berechnet. Hierbei stellte sich heraus, dass dieses 
Profil fiir kleine StoBstirken recht gut durch ein Potenzgesetz mit 
dem Exponenten + (Gleichung 71) wiedergegeben wird, dass fiir die 
héheren StoBstairken jedoch der Exponent 3 besser passt. Die in 
Kapitel 6.3 fiir das 4-Potenzgesetz skizzierte Theorie wird deshalb 
in?’ fiir das 4-Potenzgesetz wiederholt. 

In den Abbildungen 30-32 sind Messergebnisse enthalten, verglichen 
mit der Theorie. Die Abb. 30 und 31 geben die Grenzschichtdicke 6 
(hier als derjenige Wandabstand definiert, in dem das Verhiltnis 
der Dichte zur Dichte der Aussenstr6mung 0,996 betrigt), die 
Verdringungsdicke 6* und die Impulsverlustdicke 6. Diese Gréssen 
sind in*? etwas anders definiert als im vorliegenden Bericht, daher 
das negative Vorzeichen bei 5* und 6 in den Bildern 30 und 31. In 





Grenzschichten Hinter Verdichtungsstéssen und Expansionswellen 165 


Abb. 30 ist die StoBstairke durch den Parameterwert wu,,/V = 0,50 
gegeben, in Abb. 31 durch w,,/V = 0,714. Die Unterschiede zwischen 
der Theorie fiir das 4-Profil und das 4-Profil sind nicht sehr gross, 
die experimentellen Punkte fallen recht gut mit den theoretischen 
Kurven zusammen, abgesehen von einer verhaltnismassig starken 


Streuung fiir grosse /]-Werte in Abb. 31, die durch die Nahe der 
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ABB. 31. Grenzschichtdicke 6, Verdrangungsdicke 6*, Impulsverlust- 
dicke 6 fiir die turbulente Grenzschicht in Abhangigkeit von der Entfer- 
nung 1 vom Verdichtungsstoss (nach*’). 


Kontaktflache verursacht wird. Die Abzisse / ist in diesen Bildern 
der Abstand vom Verdichtungsstoss. Ausserdem ist in den Abb. 30 
und 31 als Abzisse auch die, aus Zweckmassigkeitsgriinden durch 
1—u,,/V dividierte Reynoldszahl aufgetragen, also die Grdésse 
Re-(1 — u,,/V)-. Durch Warmeiibergangsmessungen wurde fest- 
gestellt, dass die laminare Grenzschicht direkt hinter dem Verdich- 
tungsstoss in die turbulente umschligt, wenn Re- (1 — u,/V)7 ® 
7-10. Der laminare Grenzschichtanteil ist daher bei den in Abb. 30 
und 31 wiedergegebenen Messungen so klein, dass er nicht ins Gewicht 
fallt. ; 

Abbildung 32 enthalt Ergebnisse fiir den Wandreibungskoeffizienten 
c, in Abhangigkeit von Re-(1 — u,/V)-1. Die obere Abb. gilt fir 
den schwachen Verdichtungsstoss (u,,/V = 0,50), die untere fiir den 
stirkeren Stoss (w./V = 0,714). 

Ahnliche Messungen werden von Gooderum® mitgeteilt: Es wurde 
ebenfalls in einem Stosswellenrohr die turbulente Grenzschicht hinter 
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dem Verdichtungsstoss mit einem Mach-Zehnder-Interferometer 
ausgemessen. Die Untersuchungen wurden fiir zwei StoBstirken 
ausgefiihrt, wobei im einen Fall die Strémung hinter dem Verdich- 
tungsstoss (Gebiet 2 in Abb. 1) Unterschallstr6mung, im anderen 
Uberschallstr6mung war. Ausser der glatten Wand wurde auch eine 
rauhe Wand untersucht. Die Ergebnisse decken sich mit denen von 
Martin‘*’? insofern, als auch hier festgestellt wurde, dass fiir die 
kleinere StoBstarke das Geschwindigkeitsprofil einigermassen durch 


















































AsB. 32. Reibungsbeiwert c, fiir die turbulente Grenzschicht hinter 
einem Verdichtungsstoss in Abhingigkeit von der Re-Zahl (nach*’). 
das 4-Potenzgesetz angenihert wird, wahrend fir die grdéssere 
StoBstirke der Exponent 4 besser passt. Die Wandrauhigkeit bei 
einem Teil der Versuche wirkte sich im wesentlichen nur bei der 
Grenzschicht hinter dem schwiicheren Stoss aus. 

Untersuchungen iiber das Geschwindigkeitsprofil der turbulenten 
Grenzschicht hinter dem Verdichtungsstoss bei kiinstlich rauher 
Wand finden sich auch in einem Bericht von Huber und McFarland*, 
wo das Geschwindigkeitsprofil aus der im Schlierenbild festgehaltenen 
Verformung der Kopfwelle eines durch das Rohr hindurchgeschossenen 
Projektils in der Grenzschicht ermittelt wurde. 

Messergebnisse tiber die laminare Grenzschicht hinter einem Verdich- 
tungsstoss enthalt eine Arbeit von Bershader und Allport*. Dort 
wurde die laminare Grenzschicht interferometrisch untersucht, wobei 
sich einigermassen Ubereinstimmung mit der Theorie nach Kap. 3 
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ergab. Da dem Verfasser die vollstandige Arbeit‘ bei der Abfassung 
des vorliegenden Berichtes nicht vorlag, sondern nur ein kurzer 
Auszug, kénnen hier die betreffenden Messergebnisse nicht mitgeteilt 
werden. 


10. Zusammenfassung 


Im vorliegenden Bericht wird ein Uberblick gegeben iiber die 
laminaren und turbulenten, kompressiblen, instationaren Grenz- 
schichten, die an ebenen Wanden entstehen, wenn lings dieser Wande 
Verdichtungsstésse oder Expansionswellen wandern. Diese Grenz- 
schichten sind u.a. fiir die Vorginge im Stosswellenrohr und im 
Rohrwindkanal wichtig (Kap. 1). Sie lassen sich in eine allgemeinere 
Klasse von ebenen, instationiren Grenzschichtstrémungen einordnen, 
die dadurch ausgezeichnet sind, dass die Aussenstromung und die 
Randbedingungen nur von einer einzigen Variablen z/t abhangen 
(x = Koordinate lings der Wand, ¢ = Zeit). 

Fir diese Stromungen werden zunichst die Grenzschichtgleichungen 
fiir laminare Bewegung mit gewissen vereinfachenden Annahmen 
mitgeteilt (Kap. 2). Sodann werden die Lésungen dieser Gleichungen 
in verschiedenen Spezialfallen diskutiert. Zuerst wird die Grenzschicht 
hinter einem Verdichtungsstoss oder einer fiktiven, unstetigen 
Expansionswelle betrachtet (Kap. 3). Diese Grenzschicht laisst sich im 
ubrigen durch eine einfache Koordinatentransformation auch als 
stationire Grenzschicht behandeln. Numerische Ergebnisse der 
Theorie fiir das Geschwindigkeits- und Temperaturprofil, die Wand- 
schubspannung und den Wairmeiibergang werden angegeben. An- 
schliessend wird die laminare Grenzschicht in einer stetigen Expan- 
sionswelle erdrtert (Kap. 4). Auch hier werden numerische Resultate 
fiir die genannten Gréssen mitgeteilt. Schliesslich werden auch noch 
Ergebnisse fiir die vollstindige laminare Strémung in einem Stoss- 
wellenrohr angefihrt, die mit einen Integralverfahren erhalten wurden 
(Kap. 5). 

Bei turbulenten Grenzschichten ist man von vornherein auf 
Naherungsverfahren angewiesen, die sich auf den Impulssatz griinden 
(Kap. 6). Zusatzlich sind Annahmen iiber die Wandschubspannung, 
das Geschwindigkeits- und das Dichteprofil erforderlich. Mit solchen 
Annahmen lasst sich die turbulente Grenzschicht in einer stetigen 
Expansionswelle niherungsweise berechnen. Ergebnisse hierzu werden 
mitgeteilt. Auch die Grenzschicht hinter einer unstetigen Welle kann 
so berechnet werden. Beide Liésungen (fiir die stetige und fiir die 
unstetige Welle) kénnen weiterhin derart kombiniert werden, dass sie 
im Rahmen der betrachteten Naiherung die turbulente Grenzschicht 
in und hinter einer stetigen Expansionswelle beschreiben. 
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Ass. 33. Tabellarische Ubersicht iiber die in diesem Bericht behandel- 
ten Grenzschichten. (—> Wellengeschwindigkeit, — Gasgeschwindigkeit, 
Grenzschichtrand, —:-—-— Kontaktfliche). Die Nummerierung 

der Gebiete im Stosswellenrohr ist in Bild 1 erliutert. 
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Es schliesst sich die Diskussion eines stark vereinfachten Modells 
der Strémung im Stosswellenrohr nach der Impulsmethode bzw. der 
Rayleigh-Methode an (Kap. 7). Dieses illustrative Modell hat auch 
Bedeutung fiir verschiedene in anderem Zusammenhang untersuchte 
Grenzschichtstroémungen, z.B. fiir die Grenzschicht an einer unendlich 
ausgedehnten, ebenen Platte, wenn das angrenzende Gas ruckartig in 
Bewegung gesetzt wird. Diese ‘Rayleighgrenzschicht’” ist ein 
Spezialfall der Grenzschicht hinter einer unstetigen Welle (Kap. 3) fir 
verschwindende Wellenstirke. Ausserdem werden einige Eigenschaf- 
ten der Grenzschicht an einer ruckartig bewegten, halbunendlichen 
Platte und an einer halbunendlichen Platte mit dariiber hinweg- 
wanderndem Verdichtungsstoss erdrtert. Anschliessend wird auf 
einige Besonderheiten der kompressiblen Rayleighgrenzschicht im 
Vergleich mit der inkompressiblen Rayleighgrenzschicht hingewiesen 
(Kap. 8). Schliesslich werden Messergebnisse mitgeteilt (Kap. 9), 
allerdings nur fiir die turbulente Str6mung in einem Stosswellenrohr. 
Zum Teil lassen diese Ergebnisse nur indirekte Schltisse auf die 
Richtigkeit der Theorie zu, da zum Teil die turbulenten Grenzschich- 
ten nicht selbst untersucht wurden, sondern sekundire Effekte, die 
durch sie erzeugt werden. Es wird auch tiber interferometrische 
Messungen in der turbulenten Grenzschicht hinter einem Verdichtungs- 
stoss berichtet, die in recht guter Ubereinstimmung mit der Theorie 
sind. 

Eine tabellarische Ubersicht iiber die behandelten Grenzschicht- 
str6mungen findet man in Abb. 33. 

Die im vorliegenden Bericht zitierten Ergebnisse finden sich zum 
Teil weit in der Literatur zerstreut. Das nachfolgende Verzeichnis 
gibt einen Uberblick iiber diese Literatur, ohne jedoch Anspruch auf 
Volistindigkeit zu erheben. 
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ON THE DYNAMICS OF AN IONIZED GAS 


By F. A. GoLDSWoRTHY 


Department of Mathematics, University of Manchester 


1. Introduction 


Wir the advent of high-speed flight the study of the properties of 
a gas under extreme conditions of temperature and pressure has 
become increasingly important. It is no longer a valid approximation 
to regard the gas as ideal; real gas effects such as dissociation and 
ionization have to be considered. Astrophysicists have joined with 
fluid dynamicists in exploring this common research ground. In the 
violent motion set up in cosmical gas masses radiation plays a domi- 
nant role in energy transfer. The gas within a radius of 20-150 parsecs 
of B and O stars is nearly fully ionized by radiation from the star. 
Other problems, in which real gas effects must be considered, are 
those which give rise to strong shock waves, such as intense explosions 
and impulsive electrical discharges. 

While dissociation provides many interesting problems, it is the 
purpose of this paper to consider ionization only. One has to move 
slowly in this field and eliminate at first such formidable problems 
involving gas mixtures with its complication arising due to dissociation, 
etc. Thus a pure monatomic gas lends itself admirably to such a 
study. For the most part, only such a gas is considered here. Among 
the monatomic gases argon is most convenient, both from an experi- 
mental and theoretical point of view, since much is known about its 
basic properties. Throughout Sections 2-5 of this review the gas 
under consideration will be argon, in Section 6 we consider neutral 
atomic hydrogen as the gas. 

No detailed reference to the effect of a magnetic field upon an 
ionized gas will be made here. For this the reader should refer to the 
admirable account on the subject by Spitzer’. 

The review begins with a brief account of the techniques used in the 
laboratory to assimilate high speed flow. The shock tube is described 
and the basic requirements for the production of strong shocks are 
briefly discussed. Section 3 deals with the thermodynamics of a pure 
ionized gas in thermal equilibrium. Whilst much of the material 
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presented here appears to be commonplace to those who have worked 
in this field, it was felt that, for the purpose of a review article, a more 
detailed treatment should be given. In Section 4 experimental 
studies, which have sought to shed light on whether equilibrium is 
attained, are described. Section 5 attempts the more difficult problem 
of discussing the details of the gas processes involved in the shock 
itself. Brief mention is then made of experimental studies on the 
properties of air at temperatures sufficiently high for the ionization of 
NO to be important. Finally, in Section 7, the problem of the 
ionization of interstellar gas (mainly neutral atomic hydrogen) by 
radiation and strong shocks is considered. 


2. The Production of an Ionized Gas 


The shock tube is becoming ever-increasingly useful as a tool for 
the study of the properties of high-temperature gases. Shock-tube 
techniques used in the production of strong shock waves have been 
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Fic. 1. Schematic representation of the motion in a shock tube. 


discussed by Resler, Lin and Kantrowitz?. The shock tube consists 
essentially of a high pressure and low pressure gas chamber separated 
by a thin diaphragm. When the diaphragm breaks a shock wave 
is sent into the Jow pressure gas and an expansion wave moves into 
the high pressure side. The motion is illustrated schematically in 
Fig. 1. The two gases are separated by a contact discontinuity, on 
either side of which, in regions | and 2, the gas is uniform. 

The Rankine—Hugoniot equations relating the variables of state on 
either side of a shock front are well known’, they are 


PoYo = P11 


My ee 
Po 7 Povo 
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where p, v, p and 72 denote the density, the fluid velocity component 
normal to and relative to the shock, the pressure and enthalpy, 
respectively, subscripts 0 and | label quantities ahead of and behind 
the shock. If the gas is initially at rest everywhere then vy is minus 
the shock velocity U,. 

For a very strong shock the pressure and enthalpy ahead of the 
shock are small in comparison with their values behind, hence p, and 
ij can be neglected in Eqs. (2) and (3). If we assume that the gas is 
perfect with constant specific heats, so that the adiabatic index y is a 
constant, then by suitable manipulation of the approximate equations 
the fluid velocity u, and the temperature 7’, behind the shock can be 
approximately given in terms of the shock speed, namely 


» 


u, = —— U,, T,; = ———— ets (4) 


where k is Boltzmann’s constant and mz, is the atomic mass of the gas 
initially in the low pressure chamber. 

Now across the expansion fan the entropy is a constant, so that 
the ratio of the speeds of sound in regions 2 and 3 


1)/275 


et (22 “igi 


As \ P3/ 


It is known from the Riemann characteristic theory? for one- 
dimensional unsteady motion for a perfect gas that 
a, = —— 
uo : 73 
If the pressure ratio p,/p, is sufficiently large, Eq. (5) indicates that 
a,/a, will be small, so that roughly we can write 
» 


- 


Uo ramaenmmmeaa As. 
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Across the contact discontinuity the fluid velocity is constant, hence, 
from (4) and (7), the shock speed is determined as 


which, together with (4) and the equation of state for gas 3, gives 
Ty 2ys(v1 — 1) mo 


T, (yg — 1)? mg. 


Equation (9) indicates that to obtain high temperatures it is essential 
to have a light driver gas 3 and a heavy driven gas 0. For example, if 
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the gas 0 is argon and the gas 3 is hydrogen, one obtains 7',/7, == 250. 
It is also obvious that 7’, can be increased by raising the temperature 
T’, of the driver gas. Several methods of heating have been considered: 
external heating, internal heating by solid heating elements, internal 
heating by electrical discharge and heating by internal combination 
(a mixture of oxygen and hydrogen has been used). It is also possible 
to produce somewhat stronger shocks by modification of the shock 
tube geometry. 

Higher temperatures of the gas can also be obtained by allowing 
the shock to be reflected from the end of the shock tube. Enthalpies 
are then increased by about a factor of 2. 


3. Equilibrium Theory of a Pure Monatomic Gas 


To determine the state of an ionized monatomic gas, we assume 
that the free electrons and ions are in thermal equilibrium with the 
argon atoms; the degree of ionization then follows from the Mass- 
action law*, which for the ionization process 

(10) 
yields the result 


(11) 


where ,, n, and », are the number densities of ions, electrons and 
atoms; f,, f, and f, are their respective partition functions and 7’ is the 
gas temperature. The factor exp (77,,,/7'), where k7’,,., is the ionization 
potential per atom, occurs in order that the energy of all the quantum 
states should be measured from a common origin. The states which 
have to be considered are the translational (7') and electronic (£) 
states, so that 
fi as f7f 7; de = f,"f*; J = ff. (12) 
The expressions for the translational partition functions are 
well-known, they are 


(2am,kT)*" 
hs : 


f* =f." = (13) 
where m, is the mass of the A atom; the expression for f,” is the same 
with m, replaced by the electronic mass m,,. 

For argon, the electronic partition functions are fairly simple, as 
the contribution from the higher electronic states are negligible in the 
temperature range to be considered. Thus 


= 1, if terms of order exp (—134,000/7') can be neglected, (14) 
7? = 44+ 2exp (—2050/T7) 
if terms of order exp (—156,400/7') can be neglected. (15) 


a 
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Numerical values used here have been taken from Bacher and 
Goudsmit®. The two terms in f,* account for the fact that the ground 
state of the singly ionized argon atom is a doublet, states of weight 4 
and 2 (?P;,. and ?P,,.) being energetically very close to each other. 
For T > 10,000°K, f,” is nearly 6. In order to allow for the two 
possible orientations of electron spin, 
jf" = 2. (16) 
Hence, substituting expressions (13) to (16) in equation (11) and 
assuming that the argon is singly-ionized only, so that n; = n,, we 
obtain 
2(22m,kT)?" 
h3 
In terms of the degree of ionization, defined as the function of the 
original gas which is ionized, 


(4 + 2 exp (—2050/7)) exp (—T’,,,/T). 





(18) 
and the density 
p=(n; + 2,)m,, 
Eq. (17) can be written in the form 


l 


9 9 
n* n," M, 





(n; + 2,)%  p 
exp (—7'.,/7') 2m,(22m,kT)?” 


ion/ 
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(4 + 2 exp (—2050/T)) 
(20) 


| exp (=D on/7'), (21) 
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where 


\3/9 
: a 


2m_(27m, kT 
dq\ Mb, ion (4 19 exp (—2050/7)) (22) 


Pion ae h3 





could be regarded as a characteristic density; 7, could be taken as 
the characteristic temperature. For argon T',, = 1:82 x 105°K 
and for temperatures greater than 10*°K, p,,, is approximately 
constant and equal to 149 g/c?. The error at a temperature of 
8000°K is about 7 per cent. In Fig. 2 the degree of ionization is 
plotted as a function of 7/7’, for various values of p/ pj. 
The equation of state follows from Dalton’s law of partial pressures 
and gives the total pressure p as 7 
, 


p =(n, + 2n,)kT in glia + &), (23) 


m 
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or introducing a characteristic pressure, p., = (k/%,)pion Tion, the 
equation becomes 
p ; 
ue ' (24) 
\Pion 












































Fic. 2. Degree of ionization plotted as a function of 7/7 jon for various 
values of p/pion- 


The internal energy U per unit volume is obtained from the 
partition functions according to the expression, 


0 
Na log f, + n,=-logf; + 


0 — 


If we take p,,, to be approximately constant, then 
U = 3kT(n, +2; + ,) + kT ion 1,. 


There will be small departures from the above expression for tempera- 
tures in the region of 8000°K, and at temperatures greater than about 
16,000°K, it would be necessary to take into account the excitation of 
the electronic states of the ion and the neutral atom. In terms of the 
degree of ionization, (26) gives for the internal energy per unit mass u 
the expression 


(27) 
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or, using a characteristic energy, wo, = kTj.,/m, per unit mass, 
Eq. (27) becomes 


(28) 


In the calculations of this section we will use To, pions Pion ANA ion aS 
the units, respectively, of temperature, density, pressure and internal 
energy. In these units, the values of which are given for the con- 
venience of the reader in Table I, Eqs. (21), (24) and (28) have the 
forms 

iad 


: 
: 
g p 


eT n= $T . (29) 





7 Ky los / . _ l- » fey) {a 20 
Tics kK) Pion (g/' Pion atmospheres) lion (K- cals/z) V Ujon (cm/sec) 


1-821 x 105 149-3 5-588 x -O057 6°157 x 105 





Other quantities which will be needed are the specific enthalpy and 


entropy. The former in units of w;,, is given by 


and the latter is obtained from the relation 


du + pd(p') 


T 





d S == 


Measuring S in units of (k/m,), expressions (29) can be substituted in 
(31). By rearranging the resulting equation, it can be integrated to 
give 

L 4-< 


T 


— const. 





Enthalpy—entropy diagrams have proved their use in many hydro- 
dynamical problems; such a diagram is given in Fig. 3 which shows 
the lines of constant temperature, pressure, density and degree of 
ionization. 

Another quantity which is of interest is the index 


dlog p\ - 


(33) 


the reader should note that this is not the usual ratio of specific heats. 
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This is calculated by differentiating Eqs. (29) and (32) and putting 
dS = 0. y can then be expressed in the form 


: OT + ({4 + 5&1 — é)}/{5 
ne 1+ 37 + ([3{4 + 5&1 —& 
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Fic. 3. Entropy-enthalpy diagram for ionized argon, showing lines 
of constant temperature, pressure, density and degree of ionization. 


It will be observed that y is symmetrical about § = 0-5 and at the 
limiting values of § (§ — 0 or 1) y is 5/3, the value for a monatomic gas. 
In between, y falls below this value for values of 7’ lying in the range 
0-03 to 0-10 as Table 2 indicates 


TABLE 2. 





0-2 0°3 O4 0-5 


V+ 127 |_27 + 10.57" 
T +1637? 1 + 37 + 15.87? 





ae Pol Serie). 2 
21+ 37 + 22-5771 + 37+ 187? 1+ 3 





For instance if § = 0-3 and 7 = 0-1, then y — 1 has the value 0-2. 


Conditions behind a strong shock wave 


The Rankine-Hugoniot equations have already been considered 
and mention has been made of the “‘strong-shock approximation’”’ 
which neglects the enthalpy 7, and the pressure p, ahead of the shock. 
The same approximation will be adopted here but the effect of 
ionization will be included. The approximate equations are 


Povo = Pi, Poo” = Pi + Pity”, 49? =) + $y’, (35) 
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where v, the velocity component normal to the shock, is measured in 
terms of 1/u;., if we adopt the system of units described in the 
previous section. Eliminating v) and v, from Eqs. (35), we obtain 


Pi by , 
=———- — l kK, (36) 
Po —3(P1/ Ps) 
































Fic. 4. Degree of ionization plotted as a function of A for differing 
values of the logarithmic density behind the shock. 


which, on using (29) and (30), yields 


av 


K=4+4+ 


Ty(1 + &) 


This is plotted in Fig. 4 as a function of £, for different values of 
logy) (1/p,). The pressure and enthalpy behind the shock in terms of 
K, py and v, are given by 

(1 ot (1 a 2 (38) 
i, = {1 ——){-: Dr, = {1 —s}) por”. 
1 2) \5 Py K. Poo 


Figure 4 shows that & is large for the degrees of ionization considered, 
thus, to a high degree of accuracy, 

ee 

i, = 4p,?. (39) 


Equation (39) is of importance as it means that the enthalpy of the 
gas, and hence its properties, can be discussed from a knowledge of the 
shock velocity, a measurement which can be made with reasonable 
accuracy. 
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In Fig. 5 the temperature, density ratio and degree of ionization 
behind a strong shock wave are plotted as a function of the initial 
density py and v», which in the units of measurement used corresponds 
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Fic. 5(a). Temperature (7jo,°K) as a function of Vy for different values 
of logio (1/pq). 
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Fia. 5(b). Density ratio plotted as a function of V, for different values 
of logyo (1/po)- 


to a ““Mach Number” based upon the characteristic speed (k7',,,/m,). 
The graphs were constructed by first finding § as a function of K for 
given values of log) (1/p,) using Fig. 4 (linear-interpolation or 
extrapolation with respect to logy) (1/Kp 9) is accurate). From the 
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value of §, 7, can be determined from Eq. (39) and hence v, from (38). 

At the lower values of v,, two modifications should be made, the 
first should allow the variation of p;,, and the second should take into 
account that the “strong shock approximation’’ becomes less valid. 
The latter modification has been made by Resler and co-workers and 
graphs have been plotted similar to those shown above. The results 






































Fic. 5(c). Degree of ionization as a function of V, for different values 
of logy, (1/p)). 


demonstrate how great the effect of ionization is on the gas dynamical 
functions, in particular the temperature is considerably lower than for 
the case of no ionization. Futher calculations on the properties of 
strong shock waves in the noble gases have been made by Sabol® and 
Niblett and Kenny’. 

One further point can be made and that is, having determined K 
as a function of the conditions ahead of a shock, use could be made 
of several results on the flow past a bluff body, as described by many 
authors, among whom Lighthill§ has made a survey in his paper on the 
dynamics of a dissociating gas. For instance the stand-off distance, 
which is a function of K, of the shock ahead of a sphere can be found 
immediately. 


4. Experimental Studies on Equilibrium Ionization 


In Sections 2 and 3 of this review the state of the gas behind the 
shock was obtained by assuming that the gas is in thermal equilibrium. 
We now consider how far this assumptionis true. This problem has been 
attacked in several ways, in particular spectroscopic, continuum 
radiation and electrical conductivity measurements have proved 





On the Dynamics of an Ionized Gas 185 


useful. In the series of experiments reported in this section no attempt 
was made to examine the shock structure in detail, though an estimate 
of the time required to reach equilibrium has been given. The more 
detailed treatment of Petschek and Byron’ will be discussed in the next 
section. An admirable short account of the work done at Cornell 
University has been given by Kantrowitz?’. Only a brief review of that 
work is given here, together with some mention of the experimental 
work of others. 


(i) Spectroscopic studies"! 


By means of a spectroscope so arranged to look across the shock 
tube, the argon lines in the range 4000-4500 A of the shock spectrum 
were found to be displaced to the red and in addition they were 





Boranger ~ 
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Fic. 6. A comparison between 4300 A line shifts measured and calcu- 
lated assuming equilibrium. 


considerably broadened. Thege effects were attributed to the Stark 
effect, that of the perturbation of the energy levels by the fields of 
neighbouring ions and electrons. In order to discuss the effect 
quantitatively the following argument was given. The positive ions 
have sufficiently low thermal velocities for their fields to be considered 
static, this enables their effect to be treated using an analysis due to 
Holtzmark}*. For the electrons, however, one has to divide them into 
two groups. Baranger!* defined a critical radius surrounding the 
radiating atom such that electrons passing within this radius produce 
a sufficiently rapidly varying field for it to be considered instantaneous, 
the analysis then follows that of Lorentz!® and other treatments*—18 
of collision broadening. The field of electrons outside the critical 
radius may be considered as static. The line contour can then be 
calculated by considering the effect of the close electron collisions on a 
spectral line in a static field and then summing over the distribution 
of the static field caused by the ions and distant electrons. The 
theoretical shift of the 4300 A line is plotted in Fig. 6 as a function of 
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the ion density. Assuming that thermal equilibrium is obtained, 
the degree of ionization can be calculated from the measured shock 
velocity, as has already been described in Section 2. The experimental 
line shifts can then be plotted against this calculated ion density, and 
the results compared with Baranger’s theory. A correction to the 
calculated ion density, indicated in Fig. 6 by the arrows, was made to 
allow for radiation cooling during the time of measurement. The 
comparison shown in Fig. 6 indicates that equilibrium was attained by 
the gas. The use of a drum camera enabled a time-resolved spectro- 
gram to be made, this showed that for the cases studied equilibrium 
was rapidly approached in the gas. 


(ii) Continuum radiation"! 


In the spectra obtained strong continuum radiation due to re- 
combination of ions and electrons was evident. Spectrophotometric 
measurements were made of the continuum intensity and the results 
were compared with calculations due to Unsdéld”, in which the gas is 
assumed to be in thermal equilibrium. Good agreement was reached; 
the expected variation of continuum intensity with temperature was 
obtained and it was also found that the intensity was independent of 


wave length as had been predicted on the basis of Unsdéld’s theory. 


(iii) Electrical conductivity measurements”*-** 


On the passage of a shock wave through a magnetic field the field 
lines are displaced by the highly conducting gas. This disturbance can 
be measured and used to determine the conductivity. At low degrees 
of ionization the conductivity depends upon the temperature and the 
ion density of the gas. At high degrees of ionization (larger than 1 per 
cent) the electrical conductivity is approximately proportional to 7'5/? 
and is almost independent of the ion density. By combining the 
theoretical expressions for the two cases and assuming equilibrium 
conditions to appertain, so that the expressions derived in Section 3 
become applicable, the conductivity can be plotted as a function of 
the temperature over a wide range. A comparison with experimental 
measurements of the conductivity shows that the high temperature 
results were in good agreement with theory; indicating that 
equilibrium conductivity was reached. At intermediate temperatures, 
6000°-9000°K (depending upon the initial gas density), the con- 
ductivity was somewhat lower than the theoretical values, suggesting 
that the gas did not have time to reach thermal equilibrium in the 
region bounded by the shock and the contact discontinuity. At still 
lower temperatures the experimental conductivity agreed with the 
theoretical value again, an unexpected result which was attributed to 





On the Dynamics of an Ionized Gas 187 


increased electron concentration due to the presence of impurities 
with lower ionization potentials. 

Other experiments on conductivity measurements have been 
conducted by Weymann* and Groenig” using a capacitive probe. 


5. Non-Equilibrium Theory of an Ionized Gas 


We now consider the approach to equilibrium ionization on passage 
of the gas through a shock wave. This has been studied by Bond?°, 
Petschek and Byron’, and Weymann*‘. The theoretical approach of 
Petschek and Byron will be given here. Three processes of ionization 
must be considered: (1) ionization by electron—atom collision, (2) 
ionization by atom-atom collision, and (3) absorption of radiation 
from other regions of the hot gas. Of these the first has the best yield, 
so that we would expect ionization by electron—atom collision to be the 
dominant ionizing mechanism. However since the gas is initially 
unionized, ionization must start by one of the other mechanisms. 
One has therefore to distinguish between two stages in the ionization 
process: first, a stage in which either atom-atom collision, or photo- 
ionization build up the electron and ion density until a sufficient 
number of electrons are free to make electron—atom collisions 


important, which subsequently dominates further increase in 
ionization. Following Petschek and Byron we will discuss the second 
stage first. 


5.1 Ionization by electron—atom collisions 


In an ionizing collision the electrons lose energy rapidly; this is 
replaced by the energy transferred in elastic collisions of the hot atoms 
and ions withthecolderelectrons. This latter process is rather slow, since 
the fraction of the energy of the heavy particle transferred to the light 
particle is approximately equal to the mass ratio of the colliding 
particles, which in the case of argon is of the order of 10-5. The 
electron temperature must therefore be maintained so low that the 
number of ionizing collisions taking place are few compared to the 
number of elastic collisions; the temperature is determined by balan- 
cing the rates at which energy is transferred in the two processes. 

Energy transfer by elastic collisions. The energy transfer between 
electrons and atom (or ions) at different temperatures and for an 
arbitrary interaction law has been discussed by Petschek and Byron. 
It may be mentioned here that the concept of different temperatures 
for atoms and electrons in the same gas is justified by the fact that 
these two components are well insulated from one another energeti- 
cally but in collision with their own kind they reach a Maxwellian 
distribution very soon. 
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The rate of energy transfer is obtained by first determining the 
change in electron energy in a single elastic collision and then summing 
over all collisions. The integrand in the resulting integral is then 
approximated by assuming that the electron and atom (or ion) 
temperatures are of the same order of magnitude, which, because of their 
small mass ratio, implies that the ratio of the electron to atom (or ion) 
velocities is large. Expansion of the integrand in powers of (m,/m,)"/? 
and substitution of Maxwellian velocity distributions for the 
electron and atom (or ion) gases separately yield integrals which 
are easily handled. An approximate expression for the rate of 
energy transferred to the electron gas per unit volume and unit time is 
obtained, namely m2 (T 

Q., = “9 (> — 1] n,n, S(c,)c,°, 
a é 
where 7’, and 7’, are the electron and atom (or ion) temperatures, 
respectively, c, is the electron velocity, S is the diffusion cross section 
and the bar denotes averaging over the electron velocity distribution 
function. For the special case of Coulomb interaction®* between ions 


and electrons, 


sad ( e2 ) [ , (=e) | (41) 


° 


\m,C,°/ € 
where A is a cut-off impact parameter to prevent the blow up of the 
Coulomb cross section. The choice for A of either the interionic 
distance or the Debye shielding length, (k7',/87n,e?)", is still a little 
uncertain, the latter is the more usual and will be used here. Ex- 
pression (41) is substituted in the integral over the distribution 
function to find the averaged quantity occurring in (40). The resulting 
integral can be written in terms of known sine and cosine integrals, 
from which the rate of energy transfer between ions and electrons can 
be computed. For small values of e?/2h(k7,), the dominant term in 
the expansion for Q,, gives 


“ae n,2e4 oe. of F ¥ (eee 20| os 
vel mM, \kT, Fz tke 2nn,es) dS” —_ 
where C is Euler’s constant having the value 0-577. In (42) we have 
also used the fact that electrical neutrality is maintained so that 
n; =7,. Expression (42) is slightly different from that given by 
Petschek and Byron due to the different method of simplifying the 
integral over the distribution function. 

A comparison of the cross sections for electron-ion collisions and 
electron—atom collisions shows that, for degrees of ionization appro- 
priate to the second stage, ion-electron transfer will be dominant, 


thus only this needs to be considered. 
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Later work by Dougal and Goldstein*® discusses general aspects of 
energy exchange among an electron, ion and atom gas. They found 
that elastic collisions between electrons and ions contribute 
significantly to thermal energy transfer, from the electron gas, even 
in a weakly ionized gas. By using a graded micro-wave interaction 
technique they were able to confirm this. 

Energy loss by inelastic collisions—In order to determine the rate at 
which the electron gas loses energy we need to know the cross sections 
for inelastic collisions. The ionizing efficiency of two processes need 
to be compared: (1) those collisions which ionize the atom completely 
from its ground state and (2) those leading to excitation of the atom, 
the excited atom being subsequently ionized by further collisions. 
Their relative efficiency depend upon their respective cross sections. 
For argon, Smith?’ has measured the collision cross section for 
ionization from the ground state, whilst Kollath®® has discussed the 
cross sections for all inelastic collisions. The two results are similar 
except that in the former case the energy scale is shifted by about 4 eV. 
Thus for an electron temperature corresponding to an energy of about 
leV, collisions involving excitation will be more probable than 
collisions involving ionization by a factor of about e*. Assuming that 
most of the excited atoms will be further excited rather than de- 
excited (there is good reason to suppose this and it will be discussed 
later), we may thus assume that ionization will proceed by this two- 
stage process. The rate of ionization will then be determined by the 
rate of excitation. This is found by making the same approximation 
as was made in deriving expression (40), namely an expansion in 
powers of (m,/m,)* is employed. The number of collisions which lead 
to excitation per unit volume per unit time can then be approximated 
by the expression 

nMq Nf (CeCe Sin(C.) de, (43) 


where f(c,) is the electron velocity distribution function and S,,(c,) is 
the inelastic collision cross section for all collisions. S;,(c,) is calculated 
by choosing a suitable fit to the experimental data given by Kollath. 
Noting that the actual cross section must be zero below the energy of 
the first excited state of argon, Petschek and Byron chose the relation 

—* — 27, (44) 


9 


Sin(C.) = 4:4 > 10-6 ( 


where 7’,,, is the first excited potential expressed in °K (for argon it is 
134,000°K). Substituting expression (44) in (43) and integrating over 
a Maxwellian distribution, the rate of excitation can be determined. 
The rate of ionization is determined from this provided that recombi- 
nation may be neglected (a correction would be necessary when the 
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gas is near equilibrium; an approximate analysis shows that, up to 
70°% of the final equilibrium electron density, the omission of 
recombination produces less than a factor of two error in the rate of 
ionization for shocks of “low” speed and appreciably less for shocks 
of higher speed). The rate of production of new electrons in a small 
volume element dV is then given by 

D F f 

Dt (n,dV) = 4:4 x 10-8 n,n, | ———. 

x exp (—T’,x,/7',) dV, (45) 


where D/Dt denotes differentiation along a particle path. By use of 

the equation of continuity, Eq. (45) can be re-written in the form 
DE _ MET FP i To 
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The energy loss of the electron gas due to ionization is now found by 
multiplying the rate of production of new electrons (Eq. 45) by the 
sum of the ionization potential plus the thermal energy {(3/2)k7,,} 
the new electron will have when it has reached equilibrium with the 
rest of the electrons. The rate of energy loss per cubic centimetre per 
second then becomes 

: muer 37 

Q,, = 44 x 10-* (kT ion . 3 er, n, 2, | Se | ES -- 
\ a e 


g 7M, 


x exp (—Tx./7.). (47) 


If we assume that the rate of charge of the thermal energy of the 
electrons is small compared to the above rates, the gas (or atom) 
temperature can be found as a function of the electron temperature 
and degree of ionization by putting 


Qin = Qei- (48) 


A slight density dependence does occur in this equation but it only 
enters the calculations through the logarithm in expression (42). 
Its variation can therefore be neglected and a constant value for the 
density equal to four times the density ahead of the shock is taken. 
The variation of the atom temperature with electron temperature 
for various degrees of ionization is shown in Fig. 7. The calculations 
have been made assuming the initial density of the gas to be equivalent 
to 1 cm pressure if the temperature were 0°C. 

In order to compute the degree of ionization of the gas, the atom 
temperature is required to be known as a function of the degree of 
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ionization. This relation is found by solving the equations for the 
steady motion of the gas as a whole. In the work of Petschek and 
Byron the rate of change of state due to ionization is assumed to be 
slow compared with the rate of change due to viscosity and heat 
conduction. The ionization process is thus regarded as_ being 
initiated by a shock: through the shock the variables of state are 
raised instantaneously; through the subsequent ionization process the 
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Fic. 7. Variation of atom temperature with electron temperature and 
degree of ionization. Dotted curves show lines of constant enthalpy. 


temperature decreases to its equilibrium value. Integrating the 
equations of motion from behind the shock and approximating the 
solution one can show that the ionization process takes place 
essentially at constant pressure and enthalpy (refer to Eq. (38) and 
note that K, though a variant through the reaction, will be large). 
The pressure and enthalpy for a gas with differing electron and atom 
temperatures are given by 


Pp =( p/m, )kT, + &(p/m,)kT, = (p/m,)kT,, (49) 
and 
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where the approximations assume that ¢7',/7, is small compared 
with unity. It should be mentioned here that Petschek and Byron in 
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writing down their expressions for the pressure and the enthalpy put 
the electron and atom temperatures equal, which is clearly not the 
case. However, the approximations indicated in Eqs. (49) and (50), 
which they use, are independent of this assumption so that their 
results are applicable for low degrees of ionization. 

For constant enthalpy and pressure reactions, Eqs. (49) and (50) 
give the atom temperature and density as functions of the degree of 
ionization, namely 

=i, 


9 
3 


where 
T' 4, = (3/16)m,05°/k 


is the atom temperature immediately behind the shock where the 
degree of ionization is zero. In obtaining the above expressions the 
strong shock approximation has been used. 

Since, as we have already noted, the reaction behind the shock 
takes place roughly at constant enthalpy, Eq. (51) gives the atom 
temperature as a function of the degree of ionization in the ionization 
zone. This variation is shown by the dotted lines cross plotted in Fig. 
7. Thus by following such a line we can determine how the electron 
and atom temperatures, and the degree of ionization vary behind a 
strong shock, and how equilibrium is approached. The reader must 
note however that as equilibrium is approached, recombination should 
be considered. This can be roughly allowed for by cutting off at 
some appropriate stage. Once the electron temperature is determined 
as a function of the degree of ionization, Eq. (46) can then be solved to 
find the time variation of the ionization as the gas passes through the 
ionization zone. 

Petschek and Byron have checked their predicted rates of ionization 
experimentally by using a probe technique to measure the electric 
field set up by the diffusion of the electrons. This serves as a measure 
of the electron density distribution; in fact it can be shown that the 
rate of change of the probe voltage varies roughly as the logarithmic 
derivative of the electron density. Traces on the measuring oscillo- 
scope show a sharp jump in probe voltage at the shock, which is then 
followed’ by a reasonably flat region, indicating low electron density. 
The signal then rises with increasing slope as would be expected as 
electron—atom ionization becomes dominant, until equilibrium is 
reached where the potential flattens out. The maximum rate of 
change of probe potential was measured and compared with the 
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theoretical value as calculated from expression (46) (the maximum 
logarithmic derivative of the degree of ionization occurs at about a 
degree 1/e of the equilibrium value). Good agreement was obtained, 
thus indicating that the electron—atom ionization does dominate in 
this region. 

Further experimental verification was also obtained from measure- 
ments of the continuum radiation from the ionized gas due to the 
recombination of electrons and ions. The intensity of the emitted 
radiation is proportional to the number of electron-ion collisions or 
the square of the electron density, there is also an electron temperature 
dependence, but since, in the region under consideration the variation 
of the electron density is great compared with the variation of the 
electron temperature, this latter dependence can be neglected. Thus 
time measurements of the intensity of the continuum radiation 
indicate the variation of the electron density. Again reasonable 
agreement is obtained with the calculated ionization rates. 


5.2 The initial process of ionization 


The two processes responsible for ionization in this region are 
atom-atom collisions and photoionization until the electron density 
becomes sufficiently high for electron—atom collisions to take over. 
Petschek and Byron® have, by integrating Eq. (46) from the equili- 
brium region forward until the shock position measured by experiment 
is reached, found that roughly one-tenth of the equilibrium degree of 
ionization must be produced by this initial process. 

The amount of ionization produced by radiation depends on (1) the 
radiation emitted from the equilibrium region behind the shock wave 
and (2) the ability of the gas to absorb the energy so transmitted. 

The cooling of the gas in the equilibrium region by radiation was 
considered in Reference 11. Most of the radiation is due to electron—ion 
recombination, and measurements of its absolute intensity agree with 
the calculations based on Unsdld’s theory for continuum radiation. 
It was found that there is sufficient radiation produced to be capable 
of accounting for the required initial ionization. However the ability 
of the gas to absorb the radiation imposes a limit on the effectiveness 
of the mechanism. Estimates indicate that unless a better absorption 
mechanism exists, the effect of continuum radiation is negligible. 

Excitation and ionization by atom-atom collisions at low energies 
is difficult to discuss due to inadequate information concerning 
collision cross sections. Two schools of thought appear to be prevalent 
concerning the initial mechanism of ionization. Petschek and Byron 
lay great stress upon the influence of impurities, while Weymann* 
advances the idea that the ionization of the argon takes place almost 
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independently of that of the impurities. Weymann suggested that 
the ionization takes place in two stages, first a transition to the first 
excited state which is then followed by a second step leading to 
ionization. He compared the rates of ionization by this two-stage 
mechanism with that for a one-stage process in which atom-atom 
collision lead to ionization and he found that the former mechanism 
is more efficient than the one-stage process. For this proposed 
mechanism to be dominant, however, there has to be a good chance 
that an excited atom will collide with another atom possessing 
sufficient energy for complete ionization before de-excitation takes 
place. It turns out that this is small, if radiation effects are neglected. 
If radiation is considered, then Weymann found that the “‘imprison- 
ment of the resonance radiation’’, emitted on transition from the 
first excited state to the ground state (the absorption coefficient is 
large for this wavelength), has a cumulative effect to maintain an 
overall high population of excited atoms, thus increasing the 
effectiveness of the proposed two-stage process. The relaxation time 
t for a two-stage process to reach a given degree of ionization behaves 


roughly like 
(54) 


where K is a slowly-varying function of the temperature compared to 
the exponential. Thus if +r is measured by experiment then a value of 
Ton Can be predicted. 

On the other hand, by using their experimental information, 
Petschek and Byron postulate a rate of ionization in an element 
of volume 6/’ according to the equation 


1 D(n,dsV) 
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where A and 7’,., are adjustable constants and »; is the density of 
impurity molecules. 


Measurement of the Time to Reach Equilibrium 


The experimental techniques have been described by Petschek and 
Byron’. The ionization rate by electron—atom collisions (Eq. 46) 
shows that the ion density increases rapidly as the gas approaches 
equilibrium, thus the luminosity will rise very sharply just before 
equilibrium is reached. This enables the equilibrium region to be 
located quite accurately on the drum camera pictures. Knowing the 
shock position, the time to reach equilibrium can then be determined. 
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Petschek and Byron’s measurements are shown in Fig. 8. The solid 
curves in Fig. 8 are computed by adding the rate given by Eq. (55) 
to the electron—atom ionization rate given by Eq. (45). The constants 
in (55) are adjusted to the values A = 8-x 10 cm/sec and 
Tact = 1°34 x 105°K. Good agreement is obtained thus indicating 
that the above description of the initial stage of ionization is feasible. 
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Fic. 8. Product of the initial pressure (in cm Hg) and the time required 
to reach equilibrium as a function of reciprocal enthalpy for various 
levels of impurity. 

Reasonable agreement with Fig. 8 is also claimed by Weymann. 
Since the ionization rate in the second stage is probably much larger 
than that of the first stage, one can neglect the time spent in the 
second stage. Thus, to a first approximation, the time to reach 
equilibrium is, in Weymann’s view, given by Eq. (54). Substituting 
the values of d(log, r)/d(1/7',) obtained from Fig. 8 one finds that the 
predicted value of 7;,,, for argon is about 1-75 x 10*+5°K, which com- 
pares favourably with its known value of 1-82 x 10°°K. Similar calcu- 
lations were made for xenon and were compared with measurements of 
the relaxation time made by Turner. Again a good prediction of the 
ionization energy of xenon was made. The density dependence of the 
relaxation time, as shown by Eq. (54), does not afford such a con- 
vincingly good comparison to be made with experiments. 

The reader will realize that much theoretical and experimental work 
is still required to be done before one can gain a true picture of what is 
going on during the initial stage of an ionization. Further considera- 
tion also needs to be given to the problem of the approach to equilib- 
rium, taking into account radiative and three-body recombination. 
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6. Ionization behind Shocks in Air 


A theoretical study of ionized air is made difficult by the presence 
of dissociating molecules. Very little is known; we therefore limit the 
present note to a brief review of some of the interesting experimental 
work done on air in the shock tube. 

Lamb and Lin®® have measured the equilibrium electrical con- 
ductivity of shock-heated air at a temperature in the range from 
3500°K to 6200°K at densities of the order of 0-01 N.T.P. They used 
the shock-wave—magnetic field interaction technique already referred 
to in Section 4. The experimental results indicate that the ionization 
process builds up quickly behind the shock, a result attributed to the 
ionization of NO which has the lowest ionization potential. The 
measured conductivity agrees well with calculated values based on the 
equilibrium degree of ionization. 

Niblett and Blackman* have obtained approximate measurements 
of the time required to reach equilibrium ionization behind shock 
waves of Mach number 11 to 17, moving into air at a pressure of about 
1mm Hg. They used the hydromagnetic shock tube (see Reference 
31), which consists of a one-inch diameter glass tube with a single- 
turn copper coil wrapped round it. A low-inductance capacitor is dis- 
charged through the coil. The induced electric field breaks down the air 
giving rise to currents, the resulting Joule heating produces shock 
waves moving out from the coil. An analysis of the initial process has 
been described by Blackman and Niblett®*. The shock achieves a 
maximum velocity with Mach number about 90 at 1 cm for the coil and 
decays, rapidly at first and then more slowly, to Mach number 10 at 
about 30cm from the coil. Measurements were made in the region 
where the rate of decay is small. 

As has already been remarked in Section 4 the equilibrium region 
will be marked by a sudden increase of luminosity. The distance 
between this “]uminous front’’ and the shock wave is a measure of the 
relaxation time for the gas to reach equilibrium ionization. Results 
similar to those plotted in Fig. 8, giving the relaxation time in terms of 
the Mach number, have been obtained. The ionization time decreases 
with increasing Mach number. Here again a linear dependence of 
log,z on the reciprocal enthalpy is again observed. 


7. Ionization of Interstellar Gas 


In recent years there has been a great endeavour on the parts of 
both the astronomer and fluid-dynamicist to exploit their common 
research ground. The application of gas-dynamical concepts to the 
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realm of astronomy and the ever-widening range of aerodynamic 
phenomena occurring in astrophysics serves as a constant challenge to 
both disciplines. Several symposia on cosmical gas dynamics have 
been held and their proceedings**-*° are full of research value and any 
student, who would enter into the field of the motion of a gas under 
extreme conditions, should acquaint himself with their content. Of 
the last symposium**, Liepmann said “‘some diffusion of gas dynamics 
into astrophysics and of astrophysics into gas dynamics has evidently 
taken place’. It is because of this common interest that this section, 
though limited in its scope, is presented here in this review. 

The composition and behaviour of interstellar matter has been 
discussed by Spitzer, Savedoff and others, in particular a survey*® 
made by the first author is most helpful. Interstellar matter 
can roughly be divided into two kinds, Hi regions where the gas is 
mainly composed of neutral atomic hydrogen at a temperature 
of about 50°-100°K and Hu regions where the hydrogen is 
almost fully-ionized, the temperature there being of the order of 
10,000°K. 

The expansion of an Hi region due to ionizing radiation from 
stars within it and its effect upon the surrounding Hz region, have 
held the attention of several authors. This is a problem in 
which radiative energy transfer dominates the gas dynamics, unlike 
the more conventional aerodynamic experiments where it can be 
treated as a perturbation. Considering such a problem leads us to 
the “concept of an ionization front’? which on the astronomical 
scale can be regarded as a discontinuity. The properties of these 
fronts bear some resemblance to the better known properties of 
deflagration and detonation waves, though the important ““Chapman-— 
Jouguet”’ condition’ is not applicable in this case. The motion of 
ionization fronts and their structure will be discussed in the next 
section. 

Another similar kind of astronomical problem in which a violent 
gaseous motion is set up is that of colliding galaxies where relative 
speeds in the region of 3000 km/sec occur. With this problem in mind 
Sargent®’ has considered the structure of a strong shock wave as it 
propagates in interstellar gas. Ionization of the gas will proceed 
primarily by collision processes (unlike the case cited in the previous 
paragraph where ionization is by photoionization); the treatment 
therefore follows similar lines to that described in Section 5 dealing 
with non-equilibrium phenomena. The analysis is however fuller and 
treats the motion of the electron and atom (and ion) gas as separate. 
The author is grateful to Sargent for permission to include in this 
review some of his work prior to its publication. 
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7.1 Ionization fronts 


We now consider the ionization of interstellar gas, composed mainly 
of neutral atomic hydrogen, by ionizing radiation (i.e. of wavelength 
above the Lyman limit) from a star embedded within the gas. The 
radiation spreads out and is absorbed by the cool gas, which is ionized 
in the process. The high kinetic energy of the free electron ejected in 
each ionization is available to heat the gas as a whole. The gas is 
cooled mainly by two mechanisms: (1) the recombination of the 
resulting electrons and ions, and (2) the excitation of the O* ion to a 
state 3-31 eV above the ground level. By balancing the heating and 
cooling mechanism a gas temperature of about 10,000°K in the Hir 
region is arrived at. The variation of ionization within an Hi region 
at rest was studied by Stroémgren**, who found that the transition 
from high-ionization to low-ionization occurs in a very narrow region. 
This marks the boundary of the Hm region and it can be regarded as a 
discontinuity across which the variables of state change suddenly. 
The discontinuity is called an ionization front. 

The radial propagation of an ionization front in interstellar gas 
surrounding a radiating star has been considered by Goldsworthy***?, 
The motion of the gas outside the Hm region is included in the analysis. 
Results indicate the patterns of the gas flow which would be established 
for a given initial density distribution in the Hr region and for 
differing types of radiating stars. 

The structure of an ionization front is also discussed by Golds- 
worthy, but a more detailed investigation has been carried out by 
Axford*. A brief survey of the work on the structure of an ionization 
front will now be given. The author is indebted to Axford for 
permission to reproduce results here prior to their publication 
elsewhere. 

We begin by considering the relations between the variables of state 
on both sides of the ionization front. Suffices 7 and » will be used to 
denote data on the ionized and neutral sides of the front respectively. 
Conservation of mass and momentum give 


Pili = Prln> 


Pi + piv. =Pr Tr PrUn® 
The energy equation requires consideration. The processes for 
heating and cooling the gas in an Hr region have already been 
discussed, it leads to an equilibrium temperature 7’, of the order of 
about 10,000°K. One can show that the time taken to reach this 
temperature is of the order of p! 10-!* sec, which, if p is taken to 
be 10-*3 g/cm$, has the value of 6000 years. This time interval is small 
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in comparison to the time scale of a million years involved in the 
problem. Hence the usual energy equation can be replaced by the 


much simpler equation, 
(58) 


which, by using the equation of state, leads to 


Pi : } 2kT, - 
—_=— a (59) 
Pi m 
where m is the mass of a hydrogen atom and is, as before, the degree 
of ionization. Since H11 regions are very near fully ionized the degree 
of ionization can be approximated to unity. 














Fic. 9. Hugoniot curve for an ionization front. 


Equations (56), (57) and (59) can be used to describe the properties 
of ionization fronts. This can best be done by referring to an 
“‘Hugoniot”’ diagram, which in this case is a plot of Eq. (59), in the 
(p,V)-plane, where V is the specific volume per unit mass. These are a 
family of rectangular hyperbolae depending on the parameter T’.. 

To find a possible state of the gas behind the ionization front given 
the state of the gas (p,,V,,) ahead, we make use of the relation 


P;: — Pr» 2 

FT aaa = — ple, (60) 
which is obtained from Eqs. (56) and (57). We consider in the 
(p.V)-plane a straight line through the point (p,,V,) and its inter- 
sections with the Hugoniot curve. Possible states are represented by 
lines of negative slope as Eq. (60) shows. Thus, states represented by 
points on the section of the curve shown in Fig. 9, between A and B 
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are not possible. The points A and B represent transitions taking 
place at constant volume and pressure, respectively. Other lines (of 
negative slope) will intersect the Hugoniot curve twice, except at 
points M and N where the points of intersection coalesce. Intersections 
with the upper part of the curve will be referred to as R-type, while 
intersections with the lower part will be referred to as D-type (the 
nomenclature is due to Kahn*, and correspond to detonations 
and deflagrations, respectively). R-type ionization fronts will be 
characterized by large pressure changes; D-type ionization fronts 
will be characterized by small pressure changes. R-type ionization 
fronts represented by points between M and N will be called weak 
R-type, those represented by points above M will be called strong 
R-type. Similarly, D-type fronts are divided into weak and strong 
types as shown in Fig. 9. 

For the states represented by the points M and N it is quite 
easy to show from (59) and (60) that the gas behind the ionization 
front travels relative to the front with the iosthermal sound speed, 
\/(2kT./m). It can further be shown that the gas flow relative to the 
ionization front is supersonic ahead of an R-type ionization front; 
supersonic behind a weak R-type front, and subsonic behind a 
strong R-type front: and the flow is subsonic ahead of a D-type 
front; subsonic behind a weak D-type front, and supersonic behind a 
strong D-type front. Thus, though Jouguet’s rule is applicable to 
ionization fronts, the Chapman—Jouguet condition is not, since the 
propagation of an ionization front depends on the absorption of 
radiation, which travels with the speed of light until absorbed. 
However, there is a restriction on the speed of the ionization fronts 
depending on their type and the amount of radiation, but no simple 
rule has been discovered up to the present. One has to solve the full 
equations for steady flow and investigate the structure in great detail. 
The unsteady case is treated in references 39,40. The quasi-steady 
case has been considered by Axford" for ionization fronts with speeds 
up to 200 km/sec. 

The equations for steady motion. 

(i) Outward flux of quanta 


(61) 


where J is the number of photons crossing unit area per second, y is 
the distance and « is the absorption coefficient* for ionizing radiation 
(at the Lymann limit this has the value 6-3 x 10-8 em?). Recom- 
bination radiation in the gas itself has been neglected, since the flow 
will be essentially dominated by the radiation from the star. 
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(ii) Lonization balance equation 


ve = ade ~ 
dy 
where 8 (= 3 x 10-1° T-/4 em? see—) is the recombination coefficient*®. 
The first term on the right-hand side of Eq. (62) represents the 
production of ions by the absorption of radiation, and the second term 
represents the loss of ions on recombination with the electrons. 
(iii) Equation of state 
p = (k/m) p(l + &)T (63) 


(iv) Conservation of momentum 
p + pv* = constant 


(v) Conservation of mass 
pv = constant. 
(vi) Equation of energy 


+ 
x 
> 


"2 s"9 


j— 


| Fl rei(T). (66) 

Lm_} } Lm 
where 3mQ,” is the amount of energy left over, in the average, in 
each ionization and Lez(7’) is the energy lost per electron per second in 
collision with oxygen ions (this has been computed by Spitzer*® 
assuming an abundance ratio of oxygen ions to protons of 10-%). The 
second term represents the heat lost by the gas by the recombination 
of ions with electrons. In taking a constant average value of the 
surplus energy left on each ionization, we ignore the fact that the 
absorption coefficient of the H atom varies with the frequency of the 
radiation. This would have the effect of removing photons of lower 
energy more easily, thus raising the average value, }mQ,* of the 
remainder. 

The above equations were solved numerically by taking J as the 
independent variable. A typical solution for a weak D-type front is 
shown in Fig. 10. One notices the effect of recombination to the rear 
of the front, for if recombination was neglected then 


(67) 


i.e. the number of photons crossing unit area per second would equal 
the rate of flow of ions across the same area. 
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The temperature and the degree of ionization reach their equilibrium 
values (i.e. where the left-hand sides of Eqs. (62) and (67) are 
negligible) within a distance of the order of 1/1000 of a typical length 
(at least a parsec) involved in the problem. 

For other types of fronts a shock discontinuity occurs in the 
structure. This is due to the neglect of viscosity and heat conduction, 
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Fic. 10. Temperature, degree of ionization, velocity and radiation flux 
a ? — a 
plotted as a function of distance for a weak D-type ionization front. 


an assumption which is valid in this case since the mean free path of 
an atom is much smaller than the absorption mean free path of a 
photon. The appearance of the shock in the structure adds difficulties 
to the analysis, but the results of Axford show that not all strong 
ionization fronts moving at any given speed are possible. Some 
condition does exist but it is not as simple as the Chapman—Jouguet 
condition. It may be added here that by considering the structure, 
the speed of propagation of an ionization front in any given case 
becomes unique. 


7.2 Strong shocks in interstellar gas 

The essential features of Sargent’s analysis®’ are the inclusion of 
viscosity and heat conduction, and the treatment of the electrons and 
protons as separate gases. Steady flow is assumed, and in the energy 
equations for the two gases there occurs an appropriate interaction 
term, which allows for the exchange of energy in elastic collisions 
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between two particles. Cooling due to radiation emitted by the hot 
gas is neglected, and the energy loss of the electron gas due to ionizing 
collisions is considered to be negligible in the temperature range 
considered. Impurity effects have also been disregarded. The rate of 
transfer of energy to the electron gas by elastic collisions with protons 
is obtained from an expression due to Post** and it bears some 
resemblance to the form as given by Eq. (62). His result does not 
however depend upon the proton and electron temperatures being of 
the same order. Different thermal conductivities (and viscosities) of 
the electron and proton (and atom) gases have been used, the form 
for the latter being found as a weighted mean of the respective 
coefficients for the ion and atom gas. To obtain the rate of ionization, 
the ionizing collisions which must be considered are atom-atom and 
electron—atom. Recombination is negligible if we suppose that the 
gas is far from equilibrium. Values of the ionization cross-section for 
the atom-atom collision are those calculated by Bates and Griffing*’. 
The equations are solved numerically. Results, though incomplete 
at the time of writing this review, indicate that initially the atom 
(or ion) temperature rises rapidly, while the electron temperature and 
the ionization increase at a much slower rate. A stage is then 
reached, depending on the initial conditions, whence the degree of 
ionization increases rapidly to unity, indicating that electron—atom 
collision is becoming the dominant ionizing mechanism. The electron 
temperature in this region rises fairly slowly in comparison to the 
degree of ionization until the equilibrium value is reached. Thus, as 
was pointed out by Weymann for the case of ionized argon, the 
relaxation time required for the gas to reach equilibrium is governed 
mainly by the initial stage where electron—atom collisions have the 
least effect. The dependence of shock structure upon varying shock 
speeds provides an interesting illustration of the effects of viscosity 
and heat conduction. For speeds in the region of 200 km/sec the 
ionization process could be looked upon as following a shock dis- 
continuity, but for speeds in the range of 1000 km/sec the action of 
viscosity and heat conduction is heightened in the ionizing region. 
Sargent has also considered the effects of radiation cooling behind 
the shock and of photoionization ahead of the shock. In problems, 
such as the violent collision of gas clouds, the occurrence of strong 
shocks leads to appreciable radiation above the Lyman limit. This 
proceeds in both directions and leads to ionization of the neutral 
hydrogen. Ahead of the shock the radiation is absorbed by the cool 
gas and leads to the production of a weak R-type ionization front, the 
properties of which have already been discussed. The overall effect 
of this ionization is somewhat small as the mechanical changes take 
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place mainly at the shock itself. In computing the flow “immediately” 
behind the shock, the cooling of the gas (not in equilibrium) due to 
the emission of radiation has to be considered. Reabsorption can be 
neglected until temperatures approach the equilibrium value of about 
10,000°K, where absorption has to be included. Pickelner*® considered 
the problem of radiation cooling and energy loss due to ionization of 
the gas following a strong shock in interstellar gas. He assumed 
non-equilibrium conditions but assumed that the reaction took place 
at uniform density. Sargent has given a fuller analysis of the problem 
though he neglects the energy loss due to ionization (this is small in 
his problem). 
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STRUCTURAL PROBLEMS OF AIRCRAFT 
PRESSURE CABINS 
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1. Introduction 


It is only with the comparatively recent advent of the high-flying jet 
airliner that the structural problems of pressure cabins have become 
important. Close study of such problems has therefore only been 
made in the last few years. It follows that an article reviewing 
recent progress in this field needs, in effect, to cover most of the work 
that has been done up to the present. 

The first published analytical study of pressure-cabin problems 


known to the writer is that of Fliigge’. This is entitled “Stress 
problems in pressurized cabins” and is dated February 1952 and 
therefore appeared a couple of years before the Comet accidents. 
Following the Comet inquiry the writer? in 1955 considered in some 
detail the more important structural problems that enter into the 
design of a pressure cabin. This investigation resulted in a second 
paper® in which a method was described of minimizing the hazard of 
catastrophic failure in a pressure cabin. In the following year (1957) 
the efficacy of this method was checked experimentally by carrying 
out full-scale tests on a pressure cabin the results of which were 
published?. 

In parallel with this work Mansfield® made a study of certain 
special problems connected with pressure-cabin design, notably the 
effect of breaks in the continuity of the cabin wall such as are caused 
by windows. In this he was able to make use of an earlier paper® of 
his not specifically concerned with pressure cabins in which he 
introduced the idea of the “neutral hole.’’ This is defined as a hole in a 
stressed sheet that has an edge-reinforcing member designed in such a 
way as to leave the stresses in the surrounding sheet unaffected by the 
discontinuity. 

Largely as a result of the Comet inquiry of 1954 work has been 
going on continuously on the problem of crack propagation in light- 
alloy sheet under repeated loadings. Much of this work has been 
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carried out on flat sheet in plain tension. This is useful in two ways; 
for the skin of a wing the results can be directly interpreted and for 
the wall of a pressure cabin under hoop tension they have an indirect 
though not less useful bearing. In spite however of the large volume 
of work that has been done, a satisfactory theory of crack propagation | 
has still to be found. 

Some of the more interesting results emanating from the investiga- 
tions above alluded to, particularly those that have a direct practical 
bearing on the design of pressure cabins, will now be discussed in more 
detail. 


2. Stresses in the Unbroken Unreinforced Shell 
of a Pressure Cabin 


It is well known that in a curved membrane under tension from 
normal pressure the relation between the pressure and the equilibra- 
ting tensions is given by 


- = p, (1) 


ry 


‘g 
where r,,7, are the principal radii of curvature, S,,S, the membrane 
tensions (per unit width) in directions x and y, and p is the normal 
pressure. If, besides the two radii, one of the two tensions S, or S, is 
known, the value of the other is at once deduced. In an axially 
symmetrical pressure cabin—and most cabins depart little from axial 
symmetry—the longitudinal tension is known and hence the hoop 
tension is at once obtained. 





In the diagram of Fig. 1 let 
= internal pressure 
. = radius of cylindrical portion of cabin 
’ = radius of cabin section AA 
= longitudinal or meridional radius of curvature at A 
r/cos « = principal radius of curvature perpendicular 
to the meridian at A 
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Corresponding to Eq. (1) we then have 


and since 
2rr 8, cos a = mrp, 


S, = pr/2 cos « 
== pr,/2. 


It follows at once that the hoop tension 


s, = pr, (1 a =) R 
ai | 
Thus, knowing 7,, we know the membrane stresses everywhere. If r, 
drops to the value r/(2 cos «) it follows from Eq. (4) that the hoop 
tension S, vanishes and all the pressure is resisted by the longitudinal 
tension in the membrane. If, drops still further in value, as it may 
well do at such points as those marked E on the rear dome of the 
cabin, S, changes sign and the hoop tension changes to hoop com- 


pression. This is something to be avoided as inviting elastic instability 
in the thin skin. There is little danger of this in the nose region of the 
cabin where the longitudinal curvature provides only a welcome 
reduction in the hoop stress. 

The way in which the membrane stresses vary in a practical shape 
of cabin is well illustrated by taking on ellipsoidal shape for the 
nose of the cabin. An ellipsoid with a three to one ratio for its axes 


well represents a typical nose shape. This makes the distance c 
between the nose and the section BB in Fig. 1 equal to 3a. 


From standard formulae 
9.9 
Ag tea 





(a* cos" a ce sin? ~)3/2 ’ 


9 


az 





9? 


ig == 
h : ; ep 
(a? cos? « + c*® sin? x)» 


from which 


Thus, from Eqs. (3) and (4), 
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At section BB, where the ellipsoid meets the cylindrical part of the 


cabin, 
S, = pa/2, (10) 


a? ' 17 
) =— pa. (11) 


Ss, = a(1 om 
aids 2c*, 18 


Thus, while there is no sudden change in the longitudinal tension, 
there is a sudden drop from pa to (17/18) pa, i.e. 54% in the hoop 
tension. The fact that the radial displacement must be continuous 
across the section BB therefore introduces a radial force at that 
section, which in turn causes bending of the generators in the 
diametral plane of the cabin. In the present case this effect is very 
small. Between section BB and the nose both the longitudinal and 
the hoop tensions vary continuously until at the extremity of the nose 


(12) 
and therefore 


(13) 


i.e. only 3 of the hoop tension in the cylindrical part of the cabin. 


At a point where a = 45° it is seen that 
S, = 0-48pa | 


14 
S, = 0-38pa.} ( 


so that here the longitudinal tension is some 27% greater than the 
hoop tension. Since we are now concerned with the unreinforced skin, 
the corresponding stresses are obtained by merely dividing by the skin 
thickness. 

It is fortunate that this drop in stress occurs over the nose portion 
of the cabin because it makes it easier for the designer to keep the 
stress concentrations caused by the pilots’ canopy—a major dis- 
continuity in the shell wall—within bounds. 

At the rear end of the cabin the designer’s aim is to cut off the 
cylindrical shell fairly abruptly but, if he is to use his material 
efficiently, some kind of domed bulkhead must be accepted. In this 
respect a hemispherical bulkhead is the most economical in weight 
but is a little wasteful of cabin space. The membrane tension in a 
pressurized sphere is everywhere constant and has the value pa/2. 
If therefore the skin of a hemispherical cap fitted to the end of the 
cylindrical shell has the same thickness as the shell, its unrestricted 
radial expansion will be less. The result is that, to make the two 
parts fit, a radial force has to be applied at the common section, an 
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outward force for the dome and an equal inward force for the shell. 
This difficulty can be met in one way by reducing the skin thickness of 
the hemispherical bulkhead. By making the thickness ¢, of the cap 
equal to (1 — v)/(2 — v) (which is equal to 0-41 for a Poisson’s Ratio » 
of 0-3) of that of the cabin shell ¢, the disparity in radial expansion 
disappears but the stress in the cap then exceeds that in the main 
shell by 22%. It seems better therefore to use a slightly thicker skin 
for the cap than 0-41t so as not to exceed the hoop stress in the shell 
and yet keep any discrepancy in radial expansion small. 

If a flatter dome is required,* a shallow ellipsoid can be used in 
which, unlike that in the nose, the semi axis ¢ is less than the (now) 
major semi-axis a. At the common section DD 


S, — 


(15) 


S;, 


so that, if we are to avoid a compression hoop stress, c must not be 
less than a/1/2 or 0-707a. Even so, with ¢, equal to ¢, the locally 





uniform stress at the crown of the dome becomes equal to pa/t,/2. 
Since this is still below the hoop stress pa/t in the main shell, the 
thickness ¢, of the cap skin can legitimately be reduced to t/1/2 with 
the added advantage of reducing the gap between the two unrestricted 
radial expansions at section DD. 


* The possibility of choosing a suitable shape for the rear dome that, while 
providing a continuous change of curvature and avoiding compression hoop 
stresses, nowhere gives rise to a stress greater than the hoop stress in the 
cylindrical shell has been considered by Fligge. : 
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3. Reduction in Skin Longitudinal Stress 
caused by Stringer Reinforcement 


Owing to the comparatively close pitch of the stringers one can 
legitimately regard them, unlike the transverse frames, as uniformly 
distributed over the circumference in what is called a “‘stringer- 
sheet”’ of thickness t,, where t, is equal to the cross sectional area of a 
stringer divided by the stringer pitch. This thickness cannot be 
lumped with the thickness ¢t of the sheet proper to give a resultant 
thickness because, unlike the latter, it has no Poisson’s Ratio effect. 
Under load, while the strain is the same for both, the sheet proper has 
a higher stress because, in achieving the same strain, it has also to 
overcome the contraction caused by the hoop stress. Taking this into 
account it is found that in the absence of frames the skin longitudinal 
stress 

pa {1 + 2vt,/t 

(Oz) skin == Toa (16) 

which becomes equal to the nominal stress pa/2t if either » or ¢, is 
zero. The circumferential or hoop stress of course remains at the 


value pa/t. The corresponding stringer stress 


(Oz)str. = 


ad fe — =), 


2t \1l + t,/t, 


If, for example, t, is equal to t and »y = 0°3, 


( Oz)skin = 


(o,)str. = 


Comparing these values with those obtained on the basis of equal 
stress in skin and stringers, i.e. with a stress o, equal to (pa/2t)/(1 + ¢,/t) 
or 0-5pa/2t, we see that the effect of Poisson’s Ratio is to increase the 
stress in the skin and reduce that in the stringers by 60%. It is seen 
from the given formulae that, if » is taken at 0-3, the stress in the 
stringers is always 60% less than the nominal stress, and the stress in 
the skin is (1 + 2vt,/t) greater than the nominal. 


4. Discontinuities in Cabin Wall caused 
by Windows, Doors, etc. 


Most serious among the discontinuities in the smooth shell of the 
conventional pressure cabin are those caused by windows, doors and 
pilots’ canopy, and particularly those caused by windows, since there 
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are so many of them. It is therefore highly desirable that any 
concentrations of stress caused by the windows should be reduced to a 
minimum. Fliigge in his treatment! of this problem seems to accept 
the inevitability of a certain amount of stress disturbance in the cabin 
wall adjoining a window or door frame and devotes his attention to 
calculating the extent of the disturbance. 

A more ambitious attitude to the problem is that adopted by 
Mansfield®»® who sets out to derive the shape of the window opening 
and the characteristics of the surrounding reinforcing edge-member 
that shall insulate the surrounding cabin wall from any stress- 
disturbing effects of the discontinuity. His aim, in other words is to 
make the cabin wall adjacent to the hole unaware, so to speak, of the 
presence of the hole. A hole edge-reinforced in this way he has defined 
as a “neutral hole’. A peculiar property of the edge-reinforcing 
member is that it does not need to have any bending resistance— 
indeed, in general, any bending stiffness in the plane is a positive 
disadvantage. The reinforcing member has therefore the character- 
istics of a chain, which resists only extension. 

The analysis by which Mansfield® was able to derive the shape of the 
hole and the proper dimensions that the reinforcing member should 


have is particularly neat and concise and is on that account reproduced 
here. 

In a pressurized cylindrical shell (or other developable surface) 
where the membrane stresses are (say) NV, longitudinally and JV, 
circumferentially the equations of equilibrium are 


aN 
Ox 
oN, 


ey 


x 


(19) 


These equations are identical in form with the equilibrium equations 
connecting the stresses o,, o, and 7,, in a flat sheet. One can therefore 
make use of a ‘““membrane-force function’’ » analogous to the stress- 
function for a plane sheet and so write 
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With the membrane forces defined in this way, the equilibrium Eqs. 
(19) are identically satisfied whatever form gy may take. Suppose now 
the stress field is such that 


It follows that the corresponding force function @ is given by 


gp == (kz? + y?), (21a) 


which can be regarded as defining a surface Z equal to (x,y) that is 
independent of the system of coordinates used to express it. 





Fia. 3. 


Consider now a point O on the boundary of the hole and let On be 
normal and Os tangential to the boundary, which is represented by 
Og. Also let w represent the angle between the tangent Os at O and 
the tangent to the curve at a point on Og. 

The curvature of the boundary in the developed flat sheet is then 
0w/0q. For equilibrium we must have, if P is the force in the member, 


So + Nm =0, (22) 


0q 


pa. N, = 0. (23) 
oq 





214 D. WILLIAMS 


In terms of » these may be written 
oP 0p 


—_ = 0 
oq 0s On 


b 


0g Ow 


} 
| 
| 
| 
| 


Equation (22a) may now be integrated to give 
P = dg/dn, 
and therefore, by Eqs. (23a) and (24) 
fo . 
aoe on @ 
dq" 
This gives 
= const. 
= 0 for a closed boundary, 
and therefore 7 = const. 


along the boundary of the hole. 
Thus, from Eq. (21a) 
9 9 T 9 
J (ka* + y°’) = const. = zr? (say). 


The shape of the neutral hole is therefore given by 


an ellipse with semi-axes r/1/k and r in the x and y directions. 

The load P carried by the edge member is given by Eq. (25) which, 
in terms of the Cartesian co-ordinates used in equation (29), may be 
written 


Oi ee ee 
Ox On dy ai 
= wl cos y + a sin y 
Ox oy 
or, by Eq. (21a), 
P =hkfx cosa + fy sin « 
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Thus from Eq. (29) the force in the edge member at C, (Fig. 
where z = r/,/k, y = 0, y = 0 is given by 
Po =fri[V/k. 
Correspondingly at D 


Py ome ff. (33) 
If, in a cylindrical cabin the transverse frames are either absent or 
spaced closely enough to be adequately represented by a uniform 


AY 











Fig. 4. 


sheet like the stringer sheet in the longitudinal direction, the hoop 
membrane forces will be twice the longitudinal. In Eq. (28) therefore 
k has the value 2 and the neutral hole is an ellipse with axes in the 
ratio 1/2:1. The greatest force in the edge member is at C (Fig. 4) 
and the least at D where the forces are respectively 
P= frs/2 and fr. (34) 
To obtain the cross-sectional area A of the edge member, we need to 
equate its strain to the strain in the adjacent cabin wall in the same 
direction i.e. tangential to the boundary. The strain in the member is 
r 
Cm ==. 
| 
That in the adjacent cabin wall is just as readily written down in any 
particular case. If, for example, the sheet is unreinforced and has a 
thickness t¢ 


(35) 


Yh {sin? y(N, — N,) + cos? y(N, — rN,)} (36) 


y 
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(where, since the axes of the conic are in the directions of the principal 
stresses, V,,, does not appear). 
Equating (35) and (36) we obtain 
A = Pt/{sin® y(V, — »NV,) + cos? y(N, — vN,)}. (37) 


Taking the particular case of Eq. (21), where NV, = 2.V, = 2f, we find 
Pt 


‘{(1 — 2y) sin? y + (2 — v) cos? y} 





t(2x cos y + y sin y) 
= by Eq. (31). 38 
(1 — 2y) sin? y + (2 — v) cos? yp hasta iia mr 





The cross section at C (Fig. 4), if we take v as 0-3, is therefore 


Ac = 0-83rt by Eq. (32) (39) 
and that at D is 
Ay = 2-5rt by Eq. (33). (40) 


It follows that, in an elliptical neutral hole to suit a two-to-one 
ratio of membrane force, the edge member thickens up considerably at 
the narrow end of the ellipse, the cross-sectional area at D being three 
times that at C. It appears,® however, that very little is lost by 


omitting the local thickening and that the hole is still very nearly 
neutral if the cross section at C is maintained round the whole 


boundary. 
It is to be expected that the weight of the edge member should be 


greater than the area of shell wall removed, and the ratio of the latter 
to the former can be taken as a measure of the weight efficiency of the 
reinforcing member—its strength efficiency is 100%. For a circular 
hole of radius r in a plain sheet the cross-sectional area of the member 
is constant at the value rt/(1 — v). Its weight efficiency 7 is therefore 
given by 





(41) 


The corresponding efficiency for the 2:1 ratio ellipse treated above is 
38-4°%, which becomes 50% if the local thickening at the narrow end 
is omitted. 

A point to note is that Eqs. (19) to (34), being all based on equilib- 
rium considerations, are the same whether the sheet is reinforced by 
stringers and frames or not. The shape of a neutral hole and the 
tension in the edge member are therefore unaffected by such reinforce- 
ments (so long as they are closely distributed). In a pressure cabin 
therefore, so far as shape of hole and tension in edge member are 
concerned, only the fact that hoop and longitudinal tensions have the 
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values pa and pa/2 respectively matters. It is only in the calculation 
of the cross-sectional area of the edge member that the relative strains 
of sheet and edge member enter and that it is necessary to distinguish 
between tension taken by skin and tension taken by stringers. The 
way in which the presence of stringers affects the cross-sectional area 
of the edge member is described in detail in Reference 6. 

There is one more aspect of the problem of a neutral hole in a 
cylindrical shell (or other developable surface) that needs to be 
considered. This is the question of the equilibrium of the various 
forces concerned in the radial direction. Perhaps the best way of 
viewing the situation is to note the fact that an element ds of edge 
member at any point such as Q in Fig. 4, is in equilibrium under the 
x and y forces engendered by, on the one hand, the pull in the member 
in conjunction with its curvature and, on the other, the 2 and y tensions 
in the sheet. The x component of the pull has no radial component 
but the y component has the same radial component as half the 
longitudinal] strip of skin of width ds cos y that originally covered the 
hole. Thus it is clear that, if the window is imagined divided into 
horizontal strips articulated the one to the other, the radial component 
of the y component of pull in the edge member exactly balances the 
pressure p on the longitudinal strip of window. It follows that, to the 
extent that the window material has bending stiffness about the 
generators of the cylinder, equilibrium element by element is lost but 
overall equilibrium is ensured at the expense of some circumferential 
bending stresses in the window material. Deflection of the window 
under such bending stresses however relieves the stresses themselves 
because, as above demonstrated, under unrestricted deflection they 
vanish. 


5. Circular Windows 


While the idea of a neutral hole is very attractive, it must be 
remembered that the cabin functions also as a fuselage and is subject 
to the various bending and twisting loads that a fuselage has normally 
to withstand. The heaviest stresses from this source are probably the 
shear stresses associated with bending of the fuselage in the vertical 
plane. As these stresses can be of either sign a circular hole is more 
likely than an elliptical hole to limit the stress concentrations in the 
adjoining cabin wall. When, in conjunction with this fact, it is pointed 
out that a possible design of cabin window—referred to again later—is 
one which allows a frame or band to traverse right through it, so 
bisecting it vertically, the advantage of a circular window is still more 
evident. For, in such a case, the hoop forces interrupted by the 
windows are reduced by the amount transmitted by the bands, so 
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bringing down the hoop forces effectively interrupted from twice the 
longitudinal to something like equality. Any departure from such 
equality that may still remain may well be regarded as unimportant 
when the many advantages of a circular window are contemplated. 
Among these advantages are the following: 

(a) The circular shape reduces the stress concentrations caused by 
the ordinary bending shears in the cabin considered as a fuselage. 

(b) Considered as a neutral hole (or a near approach to one) it is 
easy to calculate the characteristics of the reinforcing member 
without assuming it to have flexibility in the plane of the sheet that is 
the basis for calculating other shapes of neutral hole. This fact 
enables the chain-like reinforcing edge-member discussed above to be 
replaced by an annular disc, or by a combination of annular dise and 
edge-member proper. Such a combination, or an annular dise by 
itself, has the advantage of avoiding sudden and pronounced change 
of section—always a potential source of trouble in any structure. 

(c) A circular window is a simpler manufacturing proposition and 
this applies to the window itself as well as the edge reinforcement. 

(d) It has the effect of reducing thermal stresses to zero (if, as 
seems legitimate, small-deflection theory can be used). 

(e) It gives for its area a wider view to the passenger than an 
elliptical window (with the minor axis along the generator)—at the 
expense, though, of being less well supported in its frame. 

A few words on some of these items may be useful here. 

Regarding item (b), the problem of designing an annular disc or a 
combination of annular disc and purely edge member has been 
considered by the writer and the main results may be quoted here. 

In Fig. 5 

a radius of hole, 


inner radius of annular disc, 
b = outer radius of annular disc, 
6) = uniform tension in the uncut sheet. 
Unreinforced hole. For an unreinforced hole with free edge the 


radial and circumferential stresses (for a flat sheet) are respectively 
(as given by standard formulae) 


O, a 
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which shows that the sum of the two stresses is constant and equal to 
2o,. The tangential stress at the edge is therefore 2c). If, at the hole, 
there is an inward radial pull of p,; per unit arc, 


Co > 


p,a* |) 
| 
; tr? | 


\ ga | 
tr? j 


7 


05 = 


Hole reinforced by annular disc. If the hole is reinforced by an 
annular disc of outer radius b, the sheet beyond b may be regarded as 


44 14t 
% 








Fia. 5. 


having a hole of radius b subjected to an inward radial pull per unit 
arc of amount py). The annular disc, correspondingly, may be regarded 
as having zero radial stress at the edge of the hole and an outward 
pull p at its outer periphery. The value of p, is determined by the 
necessity for identical circumferential displacement (which ensures 
equal radial displacement also) of annular disc and outer sheet at the 
common radius b. Analysis? shows that, if the total thickness at the 
annular disc is n times that of the plain sheet, the radial stress in the 
sheet immediately beyond the reinforcing annular disc is 


2no 
2 = oa Nn (44) 
t (1/(b? — a?)b2(1 — v) + a7%(1 + y)} + nil + 1) 





It has been pointed out in Reference 2 that this formula for the 
radial stress in the sheet immediately outside the edge of the annular 
disc leads to something of a paradox. For suppose that a is the 
radius of a small hole in an infinite expanse of sheet and suppose 
further than an annular disc of the same thickness is fitted so as to 
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extend from the edge of the hole to a very large radius 6, and so double 
the sheet thickness over a wide area beyond the hole. It might be 
thought that the stress at the edge of the hole would be independent of 
conditions at such a great distance from it and that therefore doubling 
of the sheet thickness would halve the stress. That this, however, is 
not so is easily demonstrated. 

If the thickness at the disc is nt, the tangential stress at the inner 
edge is given by 
l 


be a3) |p (Po — Pi) + (Pb? — peat)| — (45) 


a 


For a free inner edge p, is zero and therefore, if 6 is very large, the 


stress becomes 
Og = 2p,/nt. (46) 


From Eq. (44) however, under the same conditions 


on 
=N05 


i = ») +1 + 9) 





and therefore, from Eq. (46), 
405 





t = 


(l— vy) + nil + ») 


if »y = 0-3. Thus, if the annular disc doubles the thickness of the 
sheet, i.e. if m = 2, the stress at the hole is 


0, = 1-21405, (50) 


which is 21% greater than what might have been expected. To bring 
the stress down to o, by the use of an extensive reinforcing plate we 
need to make 


or (51) 


This is achieved at the expense of a corresponding radial stress 
immediately outside the reinforcing disc of 1-265a5. 

As the practice of reinforcing holes by doubler plates is very 
common it may be well to note what happens in a more practical case. 
Consider the case where the width of the annular disc (6 — a) is 
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equal to a/2, ie. 6b = 3a/2. The radial stress immediately outside the 
reinforcing plate is then [by Eq. (44)] 
205 
(0,),-.= 13 wy 2:3/n° 


Thus, ifn = 2, 

o, = 0°820, ] 

Oy = (20 — 08209) = 1-180 | 
If n = 3:3 we have the ideal case of the neutral hole so far as the 
sheet outside the reinforcing disk is concerned and, for r = 3, 

0, = Op = Oo. (54) 

So far as the annular disc itself is concerned, its weight is practically 
the same as that of the corresponding flexible edge-member but its 
maximum stress is 9% greater. This excess stress is the result of 
taking the rather large arbitrary value of 1-5 for the ratio b/a. It is 
easily shown from the formulae already quoted that, by keeping this 
ratio below 1:36 (for » = 0:3), the stress in the disc can nowhere 
exceed that in the sheet outside it. 

Any increase in the thickness of the reinforcing plate beyond that 
given by » = 3-3 does more harm than good, since what may be 
called a “hard spot’’ is created which causes an increase in the radial 
stress and a corresponding reduction in the tangential. Thus at 
n= 4 

0, = 1-070, Og = 0-935. (55) 

If a hole is reinforced by a combination of a reinforcing plate and an 

edge ring the cross sectional area of the ring? to give a neutral hole is 





x (l—n) + n(1 — v)}] 
(96) 
For the ring to be effective it is of course necessary that the reinforcing 
plate should not on its own be capable of producing a neutral hole. 


Thermal stresses in windows 


The only other item in the above list that needs to be further 
remarked upon is item (d) concerning thermal stress. If a plate of 
any shape is heated to a uniform temperature ¢ above that of the 
opposite face, the plate will bend into a spherical surface (assuming 
the normal displacements to be small compared with the thickness of 
the plate). If « is the coefficient of linear expansion of the materia] 
and h the plate thickness, the expansion of the warmer face relative 
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to that of the middle surface is «t/2, and therefore the curvature of the 
plate is given by the relation 


or 


This distortion of the plate is unaccompanied by any kind of stress. 
Now it is known that a flat plate subjected to a constant bending 
moment VW (per unit width) all along and normal to its edge will, 
whatever its shape, take up a spherical shape of radius given by 
J M (58) 
- = ——_ of 
& DQ — y) 
Thus the value of .Z that will cancel the thermal curvature given by 
Kq. (57a) is 
at D(1 + ») 


M = 
h 


In the presence of this edge moment the plate is again flat and 


undistorted so that if, like a cabin window, it was originally simply 
supported in a plane frame, it now still fits that frame—only, however, 
while the moment JV is still applied. The real situation however only 
materializes when the edge bending moment WV is released, i.e. when 
we apply to the simply supported flat plate an equal and opposite 
moment 


(60) 


As this is applied the window frame begins to exert constraining 
forces on the edges of the pane so that when J, is fully applied the 
plate is again distorted. The problem however is now clear cut; it is 
that of finding the stresses in a plate simply supported along all its 
edges and subjected to a known constant edge-moment all round. 

The method of approach summarized here is treated in detail by 
Timoshenko,’ who also shows how to find the stresses caused by J, 
for any plate of polygonal shape. There is no point in discussing such 
stresses here because they are such as to discourage designers from 
fitting rectangular windows in pressure cabins. A simple argument 
based on physical considerations will at once explain the reason 
for this. 

Consider the rectangular plate ABCD of Fig. 6(a) which represents 
a window simply supported in the frame ABCD. Suppose now the 
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edges of the plate are free to deflect out of the plane of the frame and 
that its corners ABC and D alone remain undeflected. From what has 
already been said we know that, if the temperature of the under 
surface of the plate is now raised above that of the upper surface, the 
plate will defiect into a stress-free spherical cap, because contact 
between the corners of the plate and the corners of the frame has no 
constraining effect on the free distortion of the plate. The mid points 
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(b) 
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HEFG of the plate in its unheated state are deflected downwards 
and take positions H’E’F’G’ on the spherical cap whose pole is at O’ 
(Fig. 6b). With the picture of this inverted canopy in mind one can 


readily see the kind of forces that must be brought into action if now 
the deflected edges are forced back into the plane of the frame. There 
will be upward forces distributed along the four edges and these will 
be equilibrated by the downward reactions exerted by the fixed 
corners of the frame. So far as the plate is concerned it is immaterial 
whether, as the edges come into line with the sides of the frame they 
are held there by the hitherto externally applied forces or whether 
they are fastened to the edges. It does, however, make a difference 
to the frame which, on being fastened to the plate, is subjected to a 
set of self equilibrating forces. Thus the side AB of the frame acts as a 
beam simply supported at its ends and loaded by a distributed 
downward load. Under these conditions the behaviour of the plate 
(or window pane) can be visualized by noting that the triangular 
part HGB acts much as a cantilever fixed along HG, subjected to a 
distributed upward load along the edges HB and GB and an equal 
but opposite concentrated load at B. Its curvature is therefore the 
reverse of that over the central region of the plate. The heaviest 
bending stresses in the plate are therefore to be found acting about 
the axes HG, HF, EG and EF, and, by reference to Fig. 6(b), they 
will be ‘hogging’? moments. 

This physical analysis (which the writer has not before seen) paints 
for the designer a convincing picture of the disabilities under which 
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rectangular windows in pressure cabins operate in conditions of 
temperature differentials. Rounding off the corners would of course 
help but only circular windows will minimize thermal stresses. That 
this is so is evident at a glance, for only a circular window can bend 
into a spherical cap and still have every point on its periphery in the 
same plane. 


6. Other Breaks in the Cabin Wall such as 
Doors and Pilot’s Canopy 


What has been said above about neutral holes for windows applies 
equally to doors and various other openings in the cabin wall. At 
first glance it appears that the fitting of a flexible edge-reinforcing 








member is incompatible with the provision of stiff door frames. As 
pointed out in Reference 2, however, the kind of stiffness required in a 
door frame is stiffness against deflection out of its plane, and this can 
be provided without necessarily affecting the in-plane stiffness of the 
frame that makes the hole neutral. Figure 7 shows the principle of the 
design. The skin § is reinforced at the edge of the hole by the 
appropriate edge member A to render the hole neutral. The vertical 
flange F adds the necessary robustness to the frame by making it stiff 
against vertical bending. It is prevented from also increasing the 
frame stiffness in the plane of the hole by connecting it to the member 
A via a flexible tongue T, which however is quite adequate for 
carrying bending shear in the (vertical) plane of the section. 


The pilot’s canopy. 

Unlike windows and doors the pilot’s canopy does not lend itself 
to a neutral hole design. It is emphasized in Reference 2 however 
that conventional design is not entirely the best available for reducing 





Structural Problems of Aircraft Pressure Cabins 225 


stress concentrations. There is no doubt that convention plays its 
part even in aircraft structures, popularly supposed though they are 
to be free of its trammels. 

What is suggested in the above reference is that, having decided on 
the overall shape of the canopy, the designer should then carry his 
transverse frames—suitably changed in cross-sectional shape—right 
across it. He cannot do this with the stringers, but he can bridge the 
canopy with longitudinal members pitched apart at three (say) 
stringer pitches. In this way a maximum degree of structural con- 
tinuity is achieved, and hence a minimum amount of stress concentra- 
tion, at the expense only of having a somewhat unorthodox layout of 


the panes in the canopy. 


7. Discontinuities caused by Internal Bulkheads, 
Frames, etc. 


The effect of a bulkhead, a stiff frame, or a light former frame is the 
same insofar as each causes a local constriction in the radial expansion 
of the cylindrical shell of the cabin. The constraint is slight in the 
case of a former frame, more pronounced for a stiff frame, and strong 
enough at a solid bulkhead to prevent any appreciable radial ex- 
pansion. The curves plotting inward radial displacement relative to 
the constant unrestricted expansion against distance along a generator 
remain, however, of constant shape for each, and differ only in scale 
according to the strength of the radial constraint. What causes a 
radical difference in the shape of this curve is the presence or absence 
of stringer reinforcement of the skin. Without any stringers the 
constraining effect of a transverse frame is very localized, extending 
as it does no further than about an inch or two each side of the frame. 
Reinforced with stringers, however, the skin is held down by them 
over a much greater distance—more like 18 in. each side. But, 
whether reinforced or not, the skin at a sufficient distance from a 
frame regains its full unrestricted radial expansion and suffers the full 
nominal hoop stress. 

In view of this an isolated frame or bulkhead, relieving the hoop 
stress in the skin only locally as it does, can have no influence on the 
thickness chosen for the skin. The situation is very different when, 
as in practice, there is a series of frames spaced at regular intervals 
along the cabin. For then a stringer-reinforced skin is unable to 
regain full (i.e. unrestricted) radial expansion in the comparatively 
short interval between adjacent frames. The maximum expansion 
naturally takes place at the mid point between adjacent frames and 
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the ratio it bears to unrestricted expansion depends on the pitch of 
the frames. It was found in Reference 2 that, with conventional 
stringer reinforcement, and conventional frame pitch—about 20 in.— 
this ratio is equal to about a half. Pitched only 10 in. apart, however, 
the frames are close enough together virtually to prevent the 
inter-frame skin from attaining a radial expansion greater than 
that of the frames themselves—the actual difference being only 
about 3%. 

The significance of this fact from a design point of view was 
emphasized in References 2 and 3, where it was pointed out that, as a 
consequence, the maximum hoop stress in the skin is thereby brought 
down nearly to the level of that in the frames.* This, in turn, signifies 
that, under such conditions, the frames play an important part in 
reducing the maximum hoop stresses in the skin. Material put into 
the frames may in fact be regarded as limiting the stresses in the skin 
almost as effectively as using the same material towards increasing 
the skin thickness. 

This theme was expanded in Reference 3 where it was demonstrated 
that any attempt to take advantage of the above facts by closing up 
the pitch of former frames to 10 in. is not really worthwhile. For one 
thing former frames are designed to support the skin and stringers 
against elastic instability under end loads, and are given a cross 
section that is highly unsuitable for restraining uniform radial 
displacement (as will be shown later). By multiplying their number, 
therefore, any additional stability they provide is redundant and the 
extra radial constraint they provide is inefficient. This led to the 
suggestion in Reference 3 that a better way of reducing the hoop stress 
in the skin is to fit, preferably on the outside of the skin, special flat 
circumferential bands (about 1-5 in. by 0-1 in.) at 10 in. pitch, and to 
allocate to such bands an amount of material equal to half or more 
of the amount taken up by the skin. 

At this point it is not obvious why, recognizing that putting 
material into the bands is not quite as efficient as using the same 
material to increase the skin thickness, one should have anything to 
do with bands at all. The explanation is that, by allotting material 
partly to the skin and partly to separate structural members such as 
bands, the chance of catastrophic failure such as occurred in the 
Comet I is greatly reduced if not practically ruled out. The banded 
structure becomes in fact what is in current jargon called a ‘‘fail-safe”’ 
structure—a matter discussed later. 


* As noted already, equal strain in frame and skin does not signify equal 
stress, that in the skin being about 10% greater than that in the stringer as a 
result of the Poisson’s-Ratio effect of the longitudinal skin stress. 
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7.1 Analytical approach to the frame problem 


The problem of deriving the stresses in a cylindrical shell caused 
by the constricting effect of transverse frames has been treated by 
Timoshenko.’ He considers a longitudinal strip of skin of unit width 
and discusses its behaviour in bending in the radial direction. The 
differential equation he derives is readily modified to take account of 
stringer reinforcement and the straightening effect that the longitu- 
dinal tension has on the radial deflection at and near a frame. 

In its final form the equation takes the form 

d2w (¢ +t,)B vT |b 


—_—- + ww — =— 
da? " bf1 + (1 — t,t} 1+(1— P 
(61) 


where EJ = average bending stiffness of skin and stringers per unit 
width, 
w = inward radial deflection of strip, 
T = longitudinal tension per unit width = pa/2, 
t = skin thickness, 
t, = thickness of stringer sheet, 
p = excess of internal over external pressure. 

Each term on the left-hand side of the above equation represents an 
inward radial load per unit length of the longitudinal strip. The first 
term represents the elastic reaction, the second represents the load 
due to the curvature of the strip under longitudinal tension, the 
third represents the uniform resistance of the shell against all-round 
radial contraction and the fourth term represents the reduction in the 
third due to part of the radial contraction being due to the Poisson’s 
Ratio effect of the longitudinal tension. It turns out that the second 
term is negligibly small and can be omitted. For convenience the 
fourth term is taken over to the right-hand side which then becomes 
equal to an effective pressure p,, where 

vT'/b 
ee Tn — Pe 


When the general Eq. (61) is applied to the case where the frames 
are spaced regularly along the cabin at a pitch /, one finds, on taking 
the origin midway between two frames and taking the radial displace- 
ment w at x = +1/2 to be equal to that of the frame w,, that, as a 


function of x, 











(62) 


w= p,a*/t’/E + (w, +. oa [{(sin 6 cosh 6 — cos 6 sinh 6)(sin kz sinh kz) 


+ (cos 6 sinh 6 + sin 6 cosh @)(cos kx cosh kz) }/ 
(sinh 6 cosh 6 + sin 6 cos @)}, (63) 
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peace, 
4a* 
6 = kl/2, 
fat, 
 L+(1 — t/t 


, 





The displacement w, of the frame is obtained by equating the shear 
reaction given by Eq. (63) at = 0 to the reaction ALw,/a? of the 
frame. 

Midway between the rings (or frames) where x = 0 Eq. (63) gives 





ne (cos # sinh 6 + sin 9 cosh 4) - 
et al | ; . (65 
t'E / \sinh @ cosh 6 + sin 6 cos 6) 


The first term on the right-hand side represents the unrestricted 
radial expansion in the absence of rings and the second term represents 
the inward radial displacement caused by the rings. When J, and 
therefore 6, is large the second term approaches zero, and the 
maximum inter-ring swelling is the same as the unrestricted expansion. 
On the other hand, when the rings are very close together, i.e. / is 
very small, the expression in the curly bracket approaches unity and 
w is constant everywhere at the value w, of the rings. At 20 in. 
pitch (in a 10 ft dia. cabin with conventional skin-stringer con- 
struction) the rings are about 50 per cent effective in constraining the 
interframe skin, but at 10 in. pitch they are about 97 per cent effective. 
As already stated, because of the Poisson’s Ratio effect, the skin 
hoop-stress is not correspondingly reduced, the ratio of frame hoop- 
stress to inter-frame skin hoop-stress being about 85 per cent. 


7.2 Longitudinal bending moment in skin-stringer combination 
caused by bulkheads or frames 


The longitudinal bending moment in the skin-stringer unit strip of 
shell wall is at once derived? from Eq. (63) in the form EI d?w/d2? if 
the frame deflection w, is known. To obtain w, we calculate the shear 
reaction between frame and cabin wall 22] d°w/dx* and write down 
the frame deflection in terms of this as 


» 


2a? ae 
Ww, = Pa i d3w/d2’, (66) 


where A is the cross-sectional area of the frame (or ring). Equating 
this to (w),_, front Eq. (63) gives the value of w,, and hence of w at all 


points. 
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In a conventional skin-stringer construction the bending stress in 
the stringers varies approximately from 4,000 Ib/in.* at a light 
former-frame to 28,000 Ib/in.? at a rigid bulkhead. It appears from 
these figures that it is eminently worthwhile to introduce some 
design feature that will relieve the bending stresses in the stringers at 
bulkheads and heavy frames while still permitting the efficient 
conversion of bulkhead loads into shear stresses in the cabin shell. 

A suggestion made by Fliigge’ and illustrated by him with a diagram 
(reproduced here in Fig. 8) is worth consideration. Here the frame is 








Fre: 8. 


not attached directly to the skin but via a tongue that runs con- 
tinuously round the circumference. The purpose of the tongue is to 
interpose a flexible member between the stiff ring or bulkhead and 
the shell wall, thus reducing the strong local radial constraint and 
hence also reducing the bending stresses in the skin-stringer shell 
wall. The flexibility of the tongue is much enhanced—and without 
seriously affecting its capacity for converting bulkhead loads into 
shear in the cabin wall— by the need to have it cut at regular intervals 
to allow the uninterrupted passage of the stringers. Without such 
cut-outs the tongue itself resists radial expansion and tends to 
develop heavy bending stresses in its attempt to bridge the gap 
between bulkhead and skin. 


7.3 Stresses in former-frames 


Light former-frames, or rings, are conventionally spaced 20 in. 
apart along the whole length of the cabin, and are designed for their 
main purpose of stabilizing the skin-stringer fuselage wall. A design 
that may be admirable for this purpose may, however, have features 
that require to be modified when used in a pressure cabin. This 
aspect of the matter was considered in Reference 2 and certain points 
raised in that paper are worth mentioning. 
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In Fig. 9, if the frame lip is well riveted to the skin over the region 
AB between the stringer cut-outs made in the upper lip and web of 
the frame, the hoop tension is locally shared between frame and skin. 
At the point B however the load on the frame is partly shed to the 
skin which therefore suffers a sudden increase in hoop stress. On the 
other side B’ of the gap the frame tends again to pick up the hoop 
load shed to the skin, with the result that the rivet next to the gap is 
subjected to a heavy shear stress as well as the normal tensile stress 
due to the radial pull. Additional to these stresses are stresses induced 


Skin 


+ 


[ 


Section CC 
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in the frame web by the notch effect of the cut-outs. These stresses are 
difficult to avoid because the efficiency of the former frames as 
stabilizers for the skin-stringer shell wall requires them to be as 
closely and uniformly fastened to the skin as possible. The idea of 
connecting them together via a flexible tongue, as in the case of 
bulkheads and heavy frames alluded to above does not therefore 
seem to commend itself. 


8. External Safety-bands 


Reference has already been made to the notion of fitting external 
bands at 10 in. pitch along the whole length of the cabin, and to the 
fact that some 85% of the material in the bands is thus made as 
effective in limiting the maximum hoop stress in the skin as an 
increase in skin thickness of a corresponding amount. The point now 
requiring emphasis is that the degree of safety provided by bands- 
plus-skin as against skin alone has been shown theoretically in 
Reference 3 and experimentally in Reference 4 to be impressive. 

To appreciate the reason for this added safety it is necessary to 
consider the problem of crack propagation in a sheet that, like the 
skin of a pressure-cabin, is subjected to a fairly heavy tensile stress. 
If, in a cylindrical shell that is unreinforced circumferentially, there 
is a longitudinal crack of a certain length, and the pressure is then 
gradually increased, a stage will be reached when the crack suddenly 
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shoots forward with great rapidity (something like a third of the 
speed of sound in the material) and lays the shell open from end to 
end. The hoop stress at which this takes place is called the critical 
stress for the particular length of crack. Alternatively, for a given 
tensile stress, there is a critical crack length which once reached—as a 
result for example of being gradually extended by fatigue—propa- 
gates at the same rapid rate. The ratio between stress and critical 
crack length does not seem to depend on the thickness of the sheet. 
Peters and Kuhn® for example found that, for a given diameter of 
unstiffened cylinder, the relation between hoop stress and critical 
crack length was practically unaffected by a four to one increase in 
the sheet thickness. A change in the composition of the light-alloy 
material from 7075-T6 to 2024-T3, however, brought about a 
distinctly improved performance, the critical crack length being 
greater by anything from 12 to 25%. 

In the experiments recorded in Reference 4 which were carried out 
on a Comet I cabin that was available for test, the pressure (84 lb/in?) 
was applied hydraulically, and the behaviour of artificially made slits 
(to represent cracks) was observed for various arrangements of 
reinforcing bands. These were conveniently fitted externally and, as 
the same size bands were used throughout, their weight as a fraction 
of the weight of the skin varied inversely with their pitch. The bands 
took the form of flat hoops 1-2 in. wide and 0-128 in. thick. Pitched at 
10-5 in. apart they constituted approximately half the weight of the 
skin which was 22 s.w.g. or 0-028in. thick. Correspondingly they 
constituted 0-34 and 0-24 of the skin weight when pitched at 16 in. 
and 21 in. respectively. 

A brief summary of the results obtained is illuminating. With a 
pitch of 21 in. (twice the recommended pitch) a saw-cut extending 
64 in. from one band had to be cut before the artificial crack thus 
formed was disposed to spread under the repeated application of the 
pressure. After 21 cycles it reached 8} in. and then at the next cycle 
the crack suddenly shot across to the far band and was there arrested. 
Its speed of propagation was too fast to cause any reduction in the 
carefully observed water pressure while it traversed the distance of 
112in. In the test at 16 in. pitch a starting crack of 5} in. was made. 
After thirty load applications it extended to 6-4 in. and to 7 in after 
a further forty repetitions. During the 77th application the crack 
shot forward from 8-65 in. to 11-6 in. and in the next cycle a further 
2-6 in. to 14-2 in. It crept a further inch more gradually and stopped 
#5 in. short of the opposite band. There was here no uninterrupted 
fast propagation up to the barrier formed by the next band, a result 
partly due to the lower skin stress and partly to the fact that, when 
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disposed to gain speed, the crack was affected by the increasing 
proximity of the next band. 

The most interesting results were those in which the bands were 
located at the recommended pitch of about 10in. under which 
condition the skin stress is only fractionally greater than the stress in 
the bands. In the first test at this pitch a 3 in. saw-cut was made 
midway between bands. After forty pressure cycles there was no 
extension of the cut, which was therefore artificially increased to 


I-2in, O-028in, 0-1 2Bin. 








| 

| 
om wb 

~ 
e 

? 





Stringer 




















10 5in oe 
Fic. 10. 


3-5in. It took eighty more cycles to reach 4in. To cut down the 
time taken by the test a further inch cut was added to make the total 
cut 5in. It then took 130 further cycles for the crack gradually to 
extend until it reached the edges of the adjacent bands; there never 
was any pronounced extension of the crack in a single cycle as in the 
16 in. pitch test. To encourage the crack to make its way under the 
bands saw cuts an inch long were made immediately beyond the 
bands in the next bays. After another 1150 cycles (representing 
about 400 hrs flying time) all that had happened was that the 1 in. 
cracks in the next bays had crept forward another inch. 

The last test made under 10 in. pitch conditions was rather different 
and of considerable interest. Saw-cuts were made in both skin and 
hoops while full pressure was maintained in order to see how much of 
this treatment the structure could tolerate before disrupting. A 
saw-cut DE 6-75 in. long was first made starting at the edge D of 
band A (Fig. 10) and, while the pressure (8}1b/in.) was kept on, the 
saw cut was extended to half way through Band A and the associated 
skin. On release of pressure no extension of the cut was noticed, so 
the saw cut was extended to F. 

Under the next application of pressure a further saw-cut was made 
in Band A so that only 0-15 in. remained intact. On release the crack 
had extended one inch to G in the right hand bay. A further applica- 
tion of pressure brought the crack to H within 3 in. of hoop B. After 
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two more cycles, with hoop A still holding on by its slender uncut 
portion, the crack in the right-hand bay reached the edge of hoop B. 
It took a further five pressure applications before hoop A gave way, 
upon which the crack shot across the left-hand bay to reach, and be 
halted by, hoop C at its edge J. That it was thus halted in spite of 
having developed full speed of propagation is worthy of note. With 
the pressure again on and the crack now extending through hoop A 
and across the two bays, hoop B was slowly sawn through. Nothing 
happened until the hoop was sawn half-way through when it suddenly 
gave way and catastrophic propagation of the crack took place. 

There is little doubt that, before the last operation of cutting 
through hoop B and while the crack extended uninterruptedly from J 
to H, the structure could have stood many thousands more pressure 
cycles before producing any damage to the boundary hoops C and B. 
This means that, in practice, such extensive damage could hardly be 
missed by the most cursory inspection even should, in between 
inspections, the consequent pressure leakage escape notice. 

That the bands when pitched 10 in. apart are effective in reducing 
the maximum hoop stresses in the skin was confirmed by strain-gauge 
measurements carried out before the start of the tests. The maximum 
skin hoop stress before and after fitting the bands (the measurements 
in the latter case being made midway between bands) were found to 
be 13,500 Ib/in? and 9,000 Ib/in® respectively in almost direct ratio of 
skin weight to weight of skin-plus-bands. 

It can be fairly concluded from these experiments that a scheme of 
construction consisting of skin-plus-bands, makes for a very efficient 
“‘fail-safe’’ pressure cabin. Unreinforced by bands the critical Jength 
of crack for a 22 s.w.g. (0-028 in.) skin is in the region of 8 in. (for the 
material used in the Comet I), which means that a crack can never 
reach a critical stage with bands at 10 in. pitch. For neither extremity 
of an 8 in. crack can then be greater than 2 in. from the nearest band, 
at which distance it is sensitive to its reinforcing influence and there- 
after can only creep forward slowly. 

In advocating the use of circumferential bands as crack-stoppers 
the writer? emphasized the desirability of fitting them externally so as 
to relieve the fastening rivets from the heavy direct tension which 
they would otherwise have to carry and which could hardly fail to 
place unfair stresses in the skin round the rivet heads. 

As to the aerodynamic drag of external bands, experiment has 
indicated that, by fairing the abrupt edges of bands having the 
dimensions of 1}in. by }in. the drag is reduced to about } of its 
previous value. A further reduction could no doubt be brought about 
by using thinner but wider bands. 
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The use of a 10in. pitch for the bands makes it desirable (as 
suggested in Reference 3) to carry the bands right across the middle 
of the windows thereby killing two attractive birds with one stone. 
For one thing the hoop forces interrupted by the window are reduced, 
thus justifying the use of a circular window and, for another, the 
window receives a welcome reinforcement against the internal pressure. 
In addition such a central band across a window of (say) 18 in. 
diameter rules out the possibility of a passenger being sucked out as 
the result of a window failure—not an unknown event in the past. 


8.1 Importance of stringer cross-sectional shape 


It has already been pointed out that only by virtue of the bending 
stiffness of the stringers is inter-frame radial swelling of the skin 
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restricted. Since the bending stiffness of conventional stringers does 
not vary much with the shape of their cross sections it would appear 
at first sight that one kind of stringer is as good as another. The 
results of some recent tests however have shown this to be untrue. 
The particular tests referred to were carried out on an actual pressure 
cabin and, when the results were analysed, it was found that the 
radial constraint exercised by the 20in. pitch transverse frames 
extended no more than a couple of inches beyond each frame. In 
fact it appeared that the skin was behaving as if unreinforced by 
stringers, its inter-frame radial expansion appearing to be wholly 
unrestricted over 16 of the 20 inches separating the frames. 

The explanation suggested by the writer® hinges on the particular 
shape of the stringer cross section used in the tested cabin. This is 
shown in Fig. 11 where the stringer web BC is seen to lie normal to the 
cylindrical surface. The shear centre (or flexural axis) of the section 
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is therefore at O, which means that the radial pull P of the rivet 
connecting skin and stringer at A is offset from that centre by a 
distance g. The result is that, when the skin is given a radial displace- 
ment 6 so displacing the point A upward by the same amount, the 
shear centre O does not follow suit. What happens is that the section 
twists in a clockwise direction through an angle § where 

Bp = 6/9. (67) 

In consequence A is displaced radially upward by an amount 
fg(= 6) and O moves sideways to the left by an amount h to allow 
free twisting of the section in spite of the fact that A cannot move 
sideways. The radial displacement of the shear centre is thus given by 
h(1 — cos f) or h6?/2, a quantity of the second order of smallness. 

It is seen therefore that the nominal bending stiffness of the stringer, 
i.e. its stiffness under forces applied through its shear centre, is never 
brought into action. All the resistance it can muster against inter- 
frame radial displacement of the skin arises from its torsional] stiffness 
(and, to be precise, the individual bending stiffness of the stringer 
flanges) and this is shown in Reference 9 to be negligibly small. 

It follows from what has been said above that, if it is desired to 
take advantage of the bending stiffness of stringers to restrict the 
maximum radial expansion of the skin between frames, a stringer 
section for which the shear centre is in line with the rivet pull must be 
chosen. Any kind of top-hat stringer section satisfies this condition 
and so does a Z section that has a sloping web. Stringer sections like 
that of Fig. 11 and all channel sections are, however, from this point 
of view to be avoided. 


9. Constraint Exercised by Floor on Cabin Shell 


The longitudinal stresses in the cabin wall produced by the pressure 
at its two ends stretches the cabin by something like 4} in. and this 
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stretch may be further increased by thermal expansion. If therefore 
the floor is rigidly connected to the cabin walls, considerable unwanted 
stresses are induced in the latter in trying to stretch the floor corre- 
spondingly. The character of these stresses, which were discussed in 
Reference 2, will readily be understood by considering the matter as a 
sequence of distinct loading stages. 
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Assume first that floor and cabin are wholly unconnected except at 
the section AA (Fig. 12) midway along, and that the cabin now suffers 
the extension appropriate to the internal pressure and external 
temperature without any interference by the floor. It is now clear 
that, by applying suitable stretching forces P to the floor at the two 
ends B and C, all points in floor and cabin wall that were coincident 
before stretching the cabin will again be coincident, though now 
unconnected. If the two structures are now connected together, the 
stretched cabin will be unaffected so long as the tensile forces P 
applied to the floor are still operative. The stresses in the integrated 
structure of floor and cabin are therefore, under these conditions, 
completely known—call them primary stresses. The tensile forces P 
are now removed and the effect of this is the same as maintaining 
them while adding equal compressive forces to the structure at B and 
C. The resultant stresses in the integrated structure are obtained by 
adding to the primary stresses the secondary stresses produced by 
compressive forces P applied to the floor of the unloaded integrated 
structure at its two ends, as shown in Fig. 11. By St. Venant’s 
Principle the secondary stresses thus induced in the cabin walls take 
the form of constant compressive stresses P/2zat all along the cabin 


except near the ends, where the forces P, concentrated at the floor, 
have to be diffused into the cabin walls. This diffusion involves heavy 
shear stresses in the walls adjacent to the floor. 

What is suggested in Reference 2 is that the way to avoid such 
stresses is to remove their cause by designing the connections between 
floor and cabin wall in such a way as to allow differential expansion to 
take place freely—a design problem easier to solve than most. 
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THE THEORY OF SONIC BANGS 


C. H. E. Warren and D. G. RANDALL 


Royal Aircraft Establishment, Farnborough 


Abstract—The pressure disturbances from an aircraft in supersonic 
flight manifest themselves aurally as “‘sonic bangs’. The theory of sonic 
bangs attempts to answer two questions. How do the disturbances 
propagate, and how do their intensities vary during propagation? 

The first question is a simple problem in the theory of acoustics. The 
second, more difficult, question is answered for quite general aircraft 
motions (including flight with lift). The variations of density and speed 
of sound in the terrestrial atmosphere are allowed for. The out- 
standing problem is the behaviour of disturbances when the rays, along 
which they are propagated, intersect. 


List of Symbols 


component of the aircraft’s acceleration normal to the flight path 
component of the aircraft’s acceleration along a ray 
speed of sound 

undisturbed speed of sound at the altitude of the aircraft 
undisturbed speed of sound at ground level 

undisturbed speed of sound 

function defined by Eq. (4.3) 

constant occurring in the law of refraction, Eq. (7.2) 
value of C when & = 0 and dé/d7’ = 0 

function defined by Eq. (5.12) 

function defined by Eq. (3.29) 

function defined by Eq. (5.13) 

function defined by either Eq. (3.4) or Eq. (7.21) 
function determining the position of a shock; see Eq. (4.12) 
function introduced in Eq. (5.1) 

function introduced in Eq. (5.1) 

constant occurring in Eq. (7.1) 

lift on a cross-section 

total lift on the aircraft 

length of the aircraft 

Mach number, U(r)/ax 

cross-sectional shape parameter introduced in Eq. (5.8) 
pressure 

undisturbed pressure 

distance from the flight path along a ray 


238 





The Theory of Sonic Bangs 


value of R when § = &, 

value of R, when §, = 0 

value of r for the point at which r= 0 

cross-sectional area 

maximum cross-sectional area 

distance along the flight path from the position of the nose at zero 
time 

time along the flight path 

value of JT when § = §, 

time 

speed of the aircraft 

cartesian co-ordinates of the origin of a disturbance 

cartesian co-ordinates 

function defined by Eqs. (4.4) to (4.7) 

angle that the flight path makes with the horizontal 

ratio of the specific heats of air 

incremental pressure 

quantity introduced in Section 4; it is the equivalent in the 
improved theory of &, in the linearized theory 

first zero of F'(n, 7,8) after 7 = 0 

value of 7 just ahead of a shock 

value of 7 just behind a shock 

angle that the instantaneous plane of motion makes with the plane 
containing the ray and the tangent to the flight path 

angle that the plane containing the lift direction and the tangent to 
the flight path makes with the plane containing the ray and the 
tangent to the flight path 

bearing of a point from a point on the flight path with respect to 
some given direction that is normal to the flight path 

polar radius 

distance of a section of the aircraft from the nose 

maximum value of & 

horizontal distance defined by Eq. (7.2) 
undisturbed density at the altitude of the aircraft 

undisturbed density at ground level 

undisturbed density 

distance of the disturbance characterized by 7 behind that char- 
acterized by 7 = 0 

value of 7’, when ¢, = 0 

velocity potential 

polar angle 

angle that the vertical plane containing a ray makes with the 
zx-plane 


1. Introduction 


Sonic bangs have been with us long enough for public reaction to 
have changed from alarm to annoyance. That the populace should 
have shown some anxiety when the phenomenon first received 
publicity (in 1952) is not surprising. It is, however, difficult to 
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understand why the origin and nature of sonic bangs should have 
caused such controversy. No one now doubts that the explanation is 
the build-up of aerodynamic disturbances into shock waves, which 
inevitably occurs during flight at supersonic speeds. 

Some of those who furnished explanations seven years ago failed 
to appreciate that the phenomenon is precisely that encountered with 
artillery shells. The phenomenon had formed the basis of “‘sound- 
ranging’, which was used extensively in World War I for locating 
the position of distant guns. (See, for example, Hope-Jones!.) Some 
writers attributed bangs to a build-up of the noise associated with the 
engine of a high-powered aeroplane; although such a build-up does 
occur, the intensity from this cause is about one fiftieth of that 
associated with the aerodynamic disturbances, and therefore provides 
an insignificant fraction of the measured intensities. Others attributed 
the characteristic “double bang”’ to the bow and stern waves that are 
commonly shown as extending from a body travelling at supersonic 
speeds; although these waves do cause a double bang, the time 
interval between them is usually too short to explain the long time 
intervals that can occur, and this explanation forms a part only of the 
general explanation. 

The fact that, and the reason why, aircraft make bangs when flying 


at supersonic speeds had been clearly stated by Sutton’. Earlier 


’ 


Prandtl* had discussed the “bang waves” (Knallwellen) that aircraft 
create when flying at supersonic speeds and had studied the cusps 
(Ruckkehrkanten) which are of crucial importance in quantitative 
theories. Going further back, we find that by the twenties there 
existed an elaborate theory of the phenomenon which, with regard 
to aircraft, we now call the sonic bang. Probably one of the best 
summaries of the knowledge gained as a result of the work on sound- 
ranging during World War I is contained in a book by Esclangon?. 

We see that the fact that bangs occur when bodies travel through 
the air at supersonic speeds, and the reasons for it, have been 
appreciated for many years. Moreover, quantitative theoretical 
methods exist for predicting the occurrence of bangs, associated 
not only with flight at uniform velocity, but also with curved 
and accelerated flight. The effects of reflections from the ground, 
and of refraction due to temperature gradients and to winds, are also 
well understood, as far as the occurrence of sonic bangs is concerned. 
What is new as a result of progress since 1952, and has been brought 
about by the advent of the supersonic aeroplane, is that there are 
now quantitative theoretical methods for predicting the intensity 
of the bangs. 

The first theoretical predictions of the intensities of sonic bangs 
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appear in two papers by Warren®'®. However, he solves the problem 
by using linearized methods, the validity of which decreases as the 
disturbances proceed (Whitham’’). In a later paper® he makes 
some allowance for non-linear effects. Such effects are taken into 
account in a more satisfactory fashion by Rao!®”, whose two papers 
contain a thorough treatment of sonic bangs. Randall!” investigates 
the intensities of bangs in a heterogeneous atmosphere, in which the 
phenomenon of refraction occurs. 

Over the past eight years, therefore, our methods for determining 
the intensities of sonic bangs have advanced to the point where a 
summary of the work is opportune. A bibliography on sonic bangs 
has been prepared by Wilson’. 


2. Preliminary Considerations 


Sonic bangs are caused by shock waves. These shock waves occur 
when an aircraft travels at a speed greater than that of sound, and 
they are associated with the disturbances imparted to the air by the 
passage of the aircraft. The shock waves occur because air is a 
compressible fluid, and an adequate study of them may accordingly 
be made by ignoring other properties of air, such as its viscosity, 


thermal conductivity, etc. Such fluid properties will, therefore, be 
neglected in what follows. 

The velocity of the air at any point on the aircraft surface at any 
instant must have a normal component equal to the normal component 
of the aircraft velocity at that point and instant. In order to present 
some of the basic ideas, we shall initially make the assumption that 
all disturbances are small, so that we may use linear theory. For 
mathematical convenience we then replace the aircraft in its flight 
through the air by a line distribution of transient multiple singularities 
(sources, doublets, etc.) along the flight path. The normal state of 
each singularity is “dormant” (that is, of zero strength). It is of 
non-zero strength only at such instants as correspond to the passage 
of the aircraft through that point, and then of such amount as is 
needed, along with the other singularities, to satisfy the boundary 
conditions. 

We now seek to identify the transient multiple singularities with 
various features of the aircraft. The sources are associated with the 
displacement effect of the aircraft; the doublets are associated with 
its lifting characteristics; singularities of higher order help to portray 
its precise shape and detailed motion. 

Consider, first, a disturbance produced at a point in a homogeneous 
atmosphere. After a time ¢ the disturbance is confined to a sphere of 
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radius a,¢, where a,, is the speed of sound in the undisturbed air. 
The surface of the sphere represents a wavelet. Successive wavelets 
are concentric spheres, having their centres at the origin of the 
disturbance. The orthogonal trajectories of these wavelets are 
straight lines passing through the origin of the disturbance. We may 
consider the disturbance to be propagated along these lines. 

Consider now a distribution of disturbances representing an aircraft 
that moves in a straight line at a constant speed U, where U > a,. 
The wavelets of the disturbances have at any instant an envelope 
which is called the “‘wavefront’’. It is a cone with an apex half-angle 
of sin (a,,/U). The apex of the cone moves with the aircraft, and 
its axis lies along the flight path. On this wavefront there is an 
enhancement of disturbances, which, as will be shown, leads to a sharp 
rise in pressure as the wavefront passes through any point, and it is 
this sharp rise in pressure that causes a sonic bang. If, additionally, 
the aircraft is in level flight, the effect on the ground is felt on one 
branch of a hyperbola, which moves over the ground along its major 
axis with speed U. The successive positions of the hyperbola form a 
family of curves, and all points along one of these curves receive 
bangs at the same instant of time. 

The wavefront is propagated along lines making an angle 
cos~! (a,,/U) with the flight direction. These lines are a sub-family 
of the lines along which each separate disturbance is propagated, 
and will be referred to as “rays’.* The component of the aircraft 
velocity along them is sonic. The rays which emanate from a particular 
point of the flight path form another cone. This cone faces the 
opposite way to the cone described above and it has an apex half-angle 
of cos! (a,/U). Each point on the flight path has such a cone 
associated with it, and the cones again intersect the ground in 
hyperbolas, thereby forming another family of curves on the ground. 
All points lying on one of these curves receive bangs created at the 
same instant of time. 

Even if the aircraft is not moving in so simple a manner the rays 
which emanate from a particular point of the flight path still form, 
in a homogeneous atmosphere, a cone with an apex half-angle of 
cos“! (a,,/U). It follows that the second family of curves are always 
conics; if the aircraft dives during its flight some of these conics 
may be ellipses. In accelerated flight the cones formed by rays which 
emanate from different points may intersect one another, the so-called 
“focusing” effect. When this happens the wavefront, and hence the 

* The lines along which each separate disturbance is propagated are, logically, 
rays also, but in this section we reserve the term for the rays of the wavefront. 
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first family of curves, develop cusps: an example is shown in Fig. 2.1. 
The dotted lines are the rays; the full lines are successive positions 
of the wavefront. Associated with the development of cusps is the 
fact that more than one of the curves may pass through a given point, 
and this leads to a multiplicity of bangs. The locus of the cusps is the 
“caustic’’, i.e. the envelope of the rays. Along the caustic the sharp 
rise in pressure is locally enhanced. When the area subjected to 
bangs is finite its boundary is always a caustic, but there may be 
other caustics within the area. 


Fic. 2.1. Sections of the wavefront for accelerated flight through the 
speed of sound. 


When the atmosphere is not homogeneous, in particular when there 
are variations in temperature, leading to variations in the local speed 
of sound, or when there are winds, the rays are not straight but 
curved, and the rays which emanate from a point of the flight path 
no longer form a cone. For the simple case of no winds and an 
atmosphere in which temperature decreases with increased distance 
above the ground, the rays are convex with respect to the ground. 
There is therefore a tendency for the bangs to be refracted away from 
the ground. This desirable effect is offset by a considerable increase 
in the intensities of some of the bangs. This increase is due to the 
curvature of the rays: even in steady straight flight it is possible for 
some of the rays to intersect one another and thereby produce a 
focusing effect similar to that produced during accelerated flight. 
Figure 2.2 represents an aircraft moving in straight and level flight 
at a constant velocity chosen to make the bangs just reach the ground, 
i.e. to make the rays graze the ground. It is seen that the wavefront 
has a cusp at the ground. 

In reality, the wavefront predicted by the small disturbance theory 
corresponds to a shock wave, and the sharp rise in the pressure across 
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it corresponds to a discontinuous jump. Moreover, the variation of 
pressure behind the shock wave is such that the full disturbance is 
what is described as an ‘““N-wave’: that is, following the initial 
discontinuous jump in pressure at the “bow shock wave’ there is a 
roughly linear fall in pressure to a sub-ambient value, then a 
discontinuous jump at the “stern shock wave’’, and finally a “tail’’ in 
which the pressure gradually returns to the ambient value. The jumps 





Fic. 2.2. The focusing effect of refraction. 


in pressure at the two shock waves are roughly equal. The jump in 
pressure at the bow shock wave is called the “intensity” of the wave. 
The ‘“‘impulse” of the wave is defined as the integral of the pressure 
with respect to time from the bow shock wave to the first point of 
zero pressure difference. Therefore, associated with each branch of 
the wavefront predicted by the small disturbance theory, there are, 
in reality, two shock waves, the bow shock wave, which is the counter- 
part of the wavefront itself, and the stern shock wave, which follows it. 
However, as they will be separated by a short time interval, these 
shock waves may not be aurally separable, although their individual 
existence can be exhibited by suitable recording instruments. 

From the foregoing discussion it follows that a multiple sonic bang 
may be due to a variety of causes. There are the shock waves associated 
with the N-wave itself; there may be more than one N-wave if the 
wavefront has different branches; and finally there may be additional 
shock waves due to reflections from the ground. Only a detailed study 
of the particular flight history will provide the explanation. 


3. The Linearized Theory 


In this section a theory of sonic bangs is developed, based on the 
assumption that the equations of motion can be linearized. The 
aircraft is assumed to be flying with negligible lift in a homogeneous 
atmosphere: the extension to an aircraft with lift is made in Section 5, 
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and to a non-homogeneous atmosphere in Section 7. The theory 
described in this and the following section is based on the work 
of Rao!®1, 

As mentioned in Section 2, conditions at large distances only from the 
flight path are of importance, so that the aircraft can be replaced by 
a line distribution of transient sources along the flight path. At a 
general point 2z,y,z a velocity potential ¢(z,y,z) can now be 
introduced, the velocity components being ¢,, ¢, and ¢,. It is assumed 
that second and higher powers of ¢,/a., ¢,/a. and ¢,/a, can be 
neglected in the equations of motion. Then ¢ satisfies 


av? ¢ = dit, (3.1) 


t being the time. The incremental pressure is obtained from Bernoulli’s 
equation as 
P — Po = —PoPt, 

or 

je 

~~. «& 
where p,, and p, are respectively the pressure and density of the 
undisturbed air and p is the pressure at z,y,zat timet. yis the ratio of 
the specific heats of air. 

As the section of the aircraft lying at a distance ¢ from the nose 
moves through the point at a distance s along the flight path measured 
from the position of the nose at zero time, the rate at which the air is 
pushed aside is U(7')S’(£) ds, where U(7’) is the speed of the aircraft 
at time 7 and S(é) is the area of the cross section at a distance 
& from the nose. When we replace the aircraft by transient sources 
U(T)S'(é) ds becomes the local source strength at that time. The 
potential at x,y,z at time ¢ is obtained by summing, over all points s on 
the flight path, the contribution from the local sources, so that 

$(x,Y,2,t) = -= : Sid >, 
TT J —o 


(3.2) 


(3.3) 





where F£ is the distance between the point x,y,z and the point s on the 
flight path. For a fixed point z,y,z # is clearly a single-valued function 
of s, but it is more convenient to consider the inverse relationship 


¢ = f(R). (3.4) 


Moreover, from the definition of s, the section of the aircraft that is at 
point s on the flight path at time 7 is given by 


ie 
: =| U(T) aT — s. 
0 
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To perform the integration in Eq. (3.3) we require a further relation 
between #,s,7’ and €. This is provided by the synchronal relation, 
which states that the time 7’ at which a disturbance must leave the 
point s on the flight path in order to arrive at x,y,z at time ¢ is given by 


R =a,(t — T). (3.6) 

Consider the Jé-plane. The synchronal relation (3.6) can be 

expressed in terms of these variables by means of Eqs. (3.4) and (3.5) as 
eT 

€é=| U(T)dT — f[a,(¢ — T)]. (3. 

70 

For a fixed point x,y,z the synchronal curve given by Eq. (3.7) 

moves upwards as ¢ increases, with little change in shape or orientation, 








Fig. 3.1. Typical synchronal curves. 


as illustrated in Fig. 3.1. For a given ¢ the integrand in Eq. (3.3) is 
zero except when & is in the interval (0,/), where / is the length of the 
aircraft, since S’(£) is zero outside this interval. Hence, from the 
point of view of the integration, we are interested only in the portions 
of the synchronal curve that lie in the domain between é = Oand & = I, 

For a given point x,y,z and time ¢, we obtain by differentiating 


dé 


7 


= U(T) +a, f'[a,(t — T)], (3.8) 


72 poe U(T) pies az, f"[a,(t ee T’)), (3.9) 


where the dot denotes differentiation with respect to 7’. Now, from 
physical considerations, we have that 

eg i 

| ds | ‘tis 


and, therefore, from Eq. (3.4), 





_ 
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It follows from Eq. (3.8) that, provided the aircraft flies entirely 
at subsonic speed [U(7’) always less than a,.,], dé/d7 is never zero. 


If, however, the aircraft flies partly at supersonic speed [U(7’) > a,], 
then the possibility of horizontal tangents to the synchronal curve in 
the Té-plane occurs, as shown in Fig. 3.1. 

For a sufficiently early time ¢ any maxima and minima in the 
synchronal curve will be below ¢ = 0, as for the curve A,B,. As ¢ 
increases a value is reached for which the synchronal curve (A,B,) 
touches § = 0. This corresponds to the arrival at x,y,z of the front 
branch of the wavefront (see Fig. 2.1). With further increase in t the 
synchronal curve (e.g. A,B,) intersects § = 0 at two points C and D. 
For the curve shown the integration in Eq. (3.3) is then over two 
portions, the part between C and D, and the part between E and F. 
A value of ¢ is eventually reached for which the synchronal curve 
(A,B,) touches § = 0 again. This corresponds to the arrival at x,y,z 
of the rear branch of the wavefront (see Fig. 2.1). For some points 
x,y,z the synchronal curve may have a horizontal point of inflexion; 
this occurs when z,y,z lies on the caustic, and corresponds to the 
arrival at x,y,z of the cusp in the wavefront (see Fig. 2.1). 

Hence, the arrival of the wavefront corresponds to the synchronal 
curve’s touching § = 0‘and, immediately after the passage of the 
wavefront, the synchronal curve has a finite intercept like CD. There 
are contributions to the integral in Eq. (3.3) from other parts of the 
synchronal curve (e.g. the part between E and F) but these, in general, 
are of smaller order than those from CD, and it is the contribution 
from CD which causes the sharp rise in pressure associated with the 
passage of the wavefront. 

At some point on an intercept such as CD in Fig. 3.1 there is a 
maximum value (é,, say) of &, corresponding to the vanishing of 
dé/d7’. Provided that x,y,z does not lie near the caustic, that is, 
provided that we are not near a point of inflexion of the synchronal 
curve in the 7'é-plane, the synchronal relation (3.7) can be approxi- 
mated by ar 

pg =u7 —7(S2) 


TE) (3.10) 


b 


where 7, is the value of 7 corresponding to the maximum of 6, &,, 
with which is associated a value R, of R. From Eq. (3.10), for € near &,, 
we can write 

dé 


dT = (3.11) 





d2é | 1/2 *° 
l2¢—e(Sa) | 


/T=T, 
For the value of ¢ for which &, = 0 let the corresponding value of 7, 
be denoted by 7, and let the corresponding value of #, be denoted by r. 


17—(20 pp.) 
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Then, making the assumptions that //r< Lome that 1U( (r)/[U(7)P? <1, 
we may approximate R,U(7’) and ds in Eq. ( 3) by: r, U(r) and U(r) dT 
respectively, and ( Sage a in Eq. (3.11) ) by ( 2/4 T?) 7-,;- Hence, 
using Eq. (3.11), Eq. (3.3) becomes 





$(x,Y,2,t) — 


Now, by definition of the quantities 7 and r we have from Eas. (3.7), 
(3.8) and (3.9) 
) =| U(r) 
70 


U(r) me a,,f'(r) 


dee : 
lar), = Fe) - 


Differentiating Eq. (3.13) we obtain 


(3.16) 


(3.17) 


From Eqs. (3.14) and (3.16) we see that dr/dt = —a,, which means 
that the component of the aircraft’s velocity along the line joining z,y,z 
to the origin of the disturbance that gives rise to the wavefront is 
sonic, and this line is a ray of the nen (see Section 2). Using 
this result and eliminating f’(r) and f”(r) between Eqs. (3.15) to (3.17) 
we obtain 


d2é ] i _ Uz) d?r 


dT?),_, a, dat?’ 
Substituting in Eq. (3.12) we obtain 


[U(r 





O(x,y,2,t) = 


where the dot denotes differentiation with respect to r. 
The quantity * occurring in Eq. (3.19) depends only on the kine- 
matics of the flight path and is given by 


f= (MP — 1)—= — A,(7,6), (3.20) 
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where A,(7,0) is the component of the aircraft’s acceleration along the 
ray, and M = U(z)/a,. A,(7,6) is given by 


2 A (7) cos 6 
M : 








where U(r) is the component of acceleration along the flight path, 
A,,(7) is the component of acceleration normal to the flight path and 6 
is the angle that the instantaneous plane of motion makes with the 
plane containing the ray and the tangent to the flight path; 6 is acute 
when the flight path is concave towards the point 2,y,z. 

For straight flight A, = 0, and for unaccelerated flight A, = 0. 
As stated earlier, the mathematics applies to a general flight path, the 
whole of the complications of which occurs through the quantity 7. 

It will be found convenient to write Eq. (3.20) as 


-and represents the distance along the ray of the point at which * = 0. 

The variables on the right-hand side of Eq. (3.19) are 7,6,r and &,, 
and these are more convenient variables than x,y,z and ¢t. Let us 
consider the physical significance of these variables. + represents the 
time that the nose of the aircraft crosses the ray through x,y,z. 6 is the 
angle between the instantaneous plane of motion and the plane 
containing the ray and the tangent to the flight path, and 7 represents 
the distance of x,y,z along this ray. The arrival of the wavefront at 
x,y,z at time ¢ corresponds to the vanishing of §,. 

On the assumption that [U(z)/[U (z)]}? < 1, the disturbance generated 
at time 7, by the section of the aircraft at a distance ¢, behind the 
nose originates at the same point on the flight path as the disturbance 
generated at time 7 by the nose itself (see Fig. 3.1), and travels along 
the same ray. Therefore, &, is approximately equal to the distance 
travelled by the aircraft in time (7, — 7), so that 


= U(r)(T, — 7). (3.23) 


Moreover, the disturbance generated at time 7 reaches x,y,z, after 
travelling a distance r, at time ¢t, so that 


r= a(t = T’,). (3.24) 
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Eliminating 7’, between Eqs. (3.23) and (3.24) we obtain 


kt Vivi a - 7] 


Equation (3.19) may therefore be written 





$(7,9,7,t) = — 


where & is given by Eq. (3.25). Differentiating Eq. (3.: 
neglecting terms of order //r, it can be shown that 


az M*?F,(&,) 





where 


(3.29) 


and it has been assumed that S’(0) = 0. The incremental pressure Ap 
follows from Eqs. (3.2) and (3.28) and is given by 
Ap ya,.M*"F,(é,) 


9 


“fe 11/2 
Po ‘ rar} 





(3.30) 


Equations (3.27) and (3.28) lead to the result 
$, = —An$,. (3.31) 


It can be shown that this is a consequence of the continuity of mass 
flow and of tangential velocity across the wavefront. All of the above 
results are valid near the wavefront, except in the vicinity of a cusp. 


4. The Improved Theory 


In this section the theory of sonic bangs developed in Section 3 is 
improved by a technique which is a direct extension of that of 
Whitham’. The aircraft is again assumed to be flying with negligible 
lift in a homogeneous atmosphere. 

On a particular ray (characterized by constant values of 7 and @) 
a constant value of £, means that, from equation (3.25), t — r/a, is 
constant, or that dr/dt = a,.. Equation (3.25) is the law of propagation 
of a disturbance created at the appropriate point of the flight path. 
Hence, a constant value of &, on a particular ray corresponds to a 
disturbance’s moving along the ray. Following Whitham, Rao” 
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assumes that if the law of propagation of disturbances as predicted on 
linear theory is improved by the introduction of non-linear effects, 
then Eq. (3.30) for the incremental pressure can still be used. This 
implies that linearized theory predicts the amplitude of a disturbance 
correctly but not its position. When the theory is applied, it is found 
that shock waves must be introduced. 

In the real flow, as distinct from the linearized flow, disturbances 
are propagated with a speed (a + v), where a is the local speed of 
sound and v the local speed of the fluid. A quantity 7 is now introduced; 
yn is such that the motion of a disturbance along a particular ray is 
given by putting 7 equal to a constant. In the linearized theory 7 is 
identical with &, and, for constant 7, dr/dt =a,. The improved 
theory is derived from the linearized theory by replacing £, by 7, and 
then, obtaining 7 from the condition that, along a particular ray, 
dr/dt = a + ¢, for constant 7. Bernoulli's equation can be written 


a? az 
x 
¢, = 


Ape “yet 
y 
‘ ‘ 


Neglecting second and higher powers of the derivatives of ¢ we find 


y—1 
a =a,|1 ————4, 
yr & 
\ 2a%. 
Since Eq. (3.31) is a consequence of continuity of mass flow and of 
tangential velocity across the wavefront, it holds in the improved 
theory also. It follows that the speed of the disturbances is approxi- 
mately given by 


dr a+¢, aq 


d) « 


dt J en ae +1 


2az 


Using Eq. (3.28), with &, replaced by 7, we obtain 





(y + I) MF2F (x) 


1 
i. aj 2r[ 27 P/? 


io? 


The disturbances are characterized by keeping 7 constant; hence, 
on integration, 


(y ne 1)Mé5 2F (7) i dr 
- east a —- —, + constant. (4.1) 
Ax 8l/2 Jo rFl/2 





This equation is the law of propagation of the disturbances. Equation 
(3.25) provides the corresponding result in the linearized theory, 
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The constant in Eq. (4.1) is determined from the condition that, on 
the flight path (r = 0), the equations for the laws of propagation of 
the disturbances in the linearized and the improved theories are 
identical. The constant is, therefore, 7 + 7/U(r) and Eq. (4.1) becomes 


U(r)(t —— — +) + b(r)B(r,7,9) Fol) = 0, 


Ax, 
where 





or, on substitution for * from Eq. (3.21), 


Bir-76 nas 4.4 
B(r,7, ) — Jor) 2(] — rir jue ( . ) 





For positive acceleration along the ray (A, > 0) Eq. (3.22) shows 
that r, > 0; hence, 


y \1/2 
meh: ’ 


r 


(4.5) 


c 


provided that r<r,. For negative acceleration along the ray 


(4, < 0) Eq. (3.22) shows that r, < 0; hence, 
(4.6) 


For zero acceleration along the ray (4, = 0) Eq. (3.22) shows that 


r, = 0; hence, 


B(r;7,0) = 7, (4. 


The preceding analysis is not valid near or beyond a cus» of the 
wavefront, which occurs when r = r,, i.e. when * = 0. 

Equation (4.2) is the improved law of propagation of the distur- 
bances. Rao’s technique is to assume that ¢, and ¢, are given by 
Kgs. (3.27) and (3.28) with &, replaced by n, so that 


vu a;,M*? F(n) 


b, FPR (4.8) 


-a3, M5’? F (7) 


r[2Fyve? (<7 


o, = 
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where 7 is given in terms of 7,6,r and t by Eq. (4.2), and # follows 
from Eq. (3.24). The incremental pressure Ap comes from Eqs. (3.2) 
and (4.9); it is given by 

Ap ya,M*"F,(n) 


Pow r[2r}/* 





(4.10) 


Consider now the propagation along a particular ray (7,6 = constant) 
of the disturbances due to an aircraft which is represented by a 
particular S(£) distribution and, hence, by a particular function F4(7). 
Figure 4.1 shows the function F',(7) corresponding to a body of para- 
bolic profile, for which S(é) oc (1 — £)*. From Eq. (4.2) the disturbance 














Fic. 4.1. The function F9(7) corre- Fic. 4.2. The variation of o with 7. 
sponding to a body of parabolic 
profile. 


characterized by 7 = 0 originates (i.e. is at r = 0) at time 7. Since it 
is infinitesimally weak (i.e. since F,(0) = 0) at time ¢ it is at a distance 
a..(t — 7) along the ray 7,6 = constant. At time ¢ let the disturbance 
characterized by 7 be at a distance r along this ray, and let it be at a 
distance o behind the disturbance characterized by 7 = 0. Then 
o =a,(t — rT) —Fr. 

In the linearized theory, for which 7 = &,, we have, using Eq. (3.25), 
£ 
21 
M’ 
which shows that the disturbance characterized by 7 (or é,) is always 
a fixed distance, £,/M, behind the disturbance characterized by £, = 0. 
In the improved theory, however, we have, using Eq. (4.2), 

5 1 bt) B( 7.0) Fo(n) 

M 


C¢= 





(4.11) 
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For the function /')(7) shown in Fig. 4.1, the variation of o with n at a 
distance r along the ray 7,9 = constant is shown in Fig. 4.2. It will 
be noted that for some values of o there is more than one value of 7. 
This is because some of the faster-moving disturbances have overtaken 
some of the slower ones, whereas in the linearized theory they 
all moved at the same speed a,,. This multiplicity of 7 for a given o 
is physically unrealistic, and it can be overcome by introducing 
shocks, which are known to occur in practice. In other words, it is 
assumed that the faster-moving disturbances do not overtake the 
slower disturbances, but that the energy of the disturbances is 
dissipated in a shock, which, as it propagates, absorbs not only 
the slower disturbances that it overtakes but also the faster disturb- 
ances that overtake it. The problem is to position the shock. 

From the Rankine—Hugoniot shock relations it can be shown that, 
to a first approximation, the shock speed is the mean of the speeds of 
disturbances on either side of the shock. If the position r of the 
shock at time ¢ on the ray characterized by 7,6 is given by 


U(r)(t ram iar r} = —G(r,7,9), 


As, 


then the speed of the shock is given by 


where G,(r,7,9) = dG(r,7,0)/dr. Now if the disturbances ahead of and 
behind the shock are characterized by 7, and yn, respectively, then 
from Eq. (4.2), their speeds are given by 





? 


(2 b()B,(r,7,0)Fo(m) 
dr/, l (7) 


U (7) 


se I 





te aes b(r)8,(r,7,0) Fo(75) 
dr/, = U(r) : 
and, therefore, equating the speed of the shock to the mean of these 
two speeds, we see that 

G(r,7,0) = $6(7)8,(7,7,6)[Fo(m) + Fo(ne)] . (4.13) 


Since the disturbances characterized by 7, and 7, and the shock are 
» 


all at position r at time ¢ it follows from Eqs. (4.2) and (4.12) that 


G(r,7,0) = b(r)B(r,7,0)F (ny) — ny = 5(7)8(7,7,9)Fo(m2) — ng. (4.14) 
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Eliminating G,(r,7,9) and £,(r,7,6) between Eqs. (4.13) and (4.14) 
we obtain 
[D(r)(r,7,0)Fo(m) — 1]? + [b(7)B(r47,) Folie n= 0, (4.15) 
From Eq. (4.14) 


b(7)B(7r,7,4) = Fa, — (4.16) 
0 


and eliminating f(7,7,0) between Eqs. (4.15) and (4.16) we obtain 
[72 — m)Fo(m) — Fo(ne) + Folm)] dn 
+ [(%2 — m)Fo(y2) — Fo(n2) + Fo(m)] dng = 0. 





With some manipulation this can be integrated to yield 


| | Fo(y) dy = 3(H2 — mM Fo(72) + Fo(m)] - (4.17) 


Consider now the shock that has to be introduced to avoid the 
multiplicity of 7 between the disturbances characterized by 7, and 7, 
in Fig. 4.3. The area under the curve between A and B is given, 
from Eq. (4.11), by 





which, in virtue of Eq. (4.17), may be written 


" ns — % (nx — (7) (1.7.0) Fo(ne) 
‘ody = 22 ; h (ts (7 ee o\7/2 





iL ae b(r)B(r,7,4) Fo(m)| 
iy M J 





and this represents the area under the straight line joining A and B. 
This result provides a simple geometrical method for locating the 
shock in the yo-diagram of Fig. 4.3: it has to be such that the areas 
of the two shaded lobes are equal. In this way 7, and 7), are determined. 

The distance along the ray at which the disturbances characterized 
by 7, and 7, are absorbed by the shock is given by Eq. (4.16), which, 
by using Eq. (4.17), may be written 


No 


b(7)B(7,7,6)[{F (7 2)}* — {Fo(m)}?] = 2 [ Fy (7) dy. (4.18) 


why 

The pressure ahead of or behind the shock can be obtained from 

Eq. (4.10) by giving 7 the values 7, or 2., as determined above. 
respectively. 


174(4 pp.) 
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For the bow shock, to which Fig. 4.3 specifically refers, there are no 
disturbances ahead of it because F4(7) = 0 for » < 0 (see Fig. 4.1). 
Therefore, F(7,) = 0, and we can make further headway. Equation 








Fic. 4.3. Introduction of a shock. 


(4.18) becomes an equation for the distance along the ray at which the 
disturbance characterized by 7, runs into the shock, 
») 


B(r,7,0) = ————_. (4.19) 
b(7){Fo(7q)}? vo 


With 7, given in terms of r by this relationship the pressure increment 
across the shock is given, from Eqs. (4.10) and (3.22), by 

Ap yM** Fo(no) 

Do — 1)r(1 — r/r,)]}¥2 ° 





5. Extension to an Aircraft with Lift 
In Section 3 the aircraft was assumed to be flying with negligible 
lift. and consequently it was represented simply by a line distribution 
of transient sources along the flight path. In this section the repre- 
sentation is extended by considering a line distribution of both 
transient sources and transient doublets. 
Consider the potential function 


bd °) 


p ds’, 


where 
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R is the distance between a field point x, y, z and the point that is a 
distance s’ along the flight path from the position of the nose of the 
aircraft at zero time. / is the bearing of the point zx, y, z from the 
point s’ with respect to some given direction that is normal to the 
flight path; and ¢ is the time. It can be shown that ¢ satisfies the 
equation of sound propagation, Eq. (3.1). ¢ is an acoustic potential, 
the term involving g, representing transient sources and the term 
involving g, representing transient doublets. 

Let us approximate ¢ in the vicinity of a point s on the flight path. 
Take cylindrical polar coordinates with the axis in the direction of 
the tangent at the point. Let » be the polar radius, which is normal 
to the flight path; and let y be the polar angle, y and / being measured 
from the same direction. Equation (5.1) may be written 


(8) 85 ro 
=| +{ fe | g ds’, (5.3) 
—© 8} J 8 


where s,, 8, are points on either side of the point s, and so close to s 
that the flight path between them may be treated as straight. Near 
the point s the contribution of the outer integrals in the expression 
(5.3) remain finite, and therefore the dominant contributions to the 
value of ¢ in the vicinity of the point s are given by the inner integral. 
In this region of integration we may express Ff and / in terms of the 
cylindrical polar coordinates by 


‘ y 
cos A = — COS y. 
R ¥ 


By using Eq. (5.2) the dominant contributions to ¢ are given by 


("| Se: YJ o(t) gi(t)y cosy | ds’ 





were le or +e 


which may be integrated to yield 





“ [(s — 8)? + Pe] 
[( 1) 








258 ('. H. E. Warren and D. G. RANDALL 


Now, the rate of increase of the cross-sectional area of the aircraft 
at the point s at time 7’, (0S/07'),, may be equated to 


$ 4,rdy —$ Sear, (5.5) 


From Eq. (3.5) the section & of the aircraft that is at the point s at 
time 7’ is given by 
S U(T) aT —s. 
Jd 
Forming ¢, from equation (5.4) and substituting in the expression (5.5). 
we obtain 
U(T)S'(§) 


g,(7') = poner gaa (5.6) 


which is the result quoted in Section 3 for the strength of the transient 
sources. 

Further, the force per unit length in the direction from which 4 is 
measured (the lift) on the cross section of the aircraft at the point s 
at time 7’, L(é), may be equated to 


ay 


$ —p,¢, A(y sin y). (5.7) 


Forming ¢, from Eq. (5.4) and substituting in the expression (5.7), 
we obtain for the strength of the transient doublets 
Lié 
9(T) = Se | (5.8) 
where 
| Oe ig a | 
m(é)=1+- log = COS 2y dy. 
7 Jo 
The value of m for a flat cross section is 2, and for a circular cross 
section I. 

Representing an aircraft by a distribution of transient singularities 
along the flight path is essentially a “slender aircraft’? approach. 
Non-slender aircraft can be studied without employing higher order 
singularities by considering the areas of, and the forces on, oblique 
sections of the aircraft (Walkden}). 

Substituting for g, and g, from Eq. (5.6) and (5.8) into Eq. (5.1), we 
obtain for the approximate potential at a point x, y, z which is at a 
large distance from the flight path at time ¢ 

1 (* U(T)S'(é) — 2L(&) cos A/p..a,,m(é) i 
—— ds. (5.9) 


T J-—@ R 


This equation is the generalization of Eq. (3.3) for an aircraft with lift. 
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In Eq. (5.9) the angle 4 requires comment. It is, by definition, the 
bearing, with respect to the lift direction, of the point x,y,z from a point 
s on the flight path. Now, in general, the lift direction is, like & (see 
Eq. (3.5)), a function of both s and 7’. Such generality is unnecessary 
for an aeroplane, since the lift direction does not change appreciably 
in the time that the aircraft takes to fly its own length. (However, 
such a simplification could not be made, for example, for a spinning 
shell.) Therefore, in Eq. (5.9) 4 may be treated as a constant, as 
are U(T) and R. Under these circumstances the early part of the 
analysis of Section 3 holds equally for the flight of an aircraft with 
lift, and we can eventually derive a result which represents the 
generalization of Eq. (3.26), namely 

[U (7) }*? aa 


fre 





$(7,6,r,t) = — 





where for convenience cos / has been replaced by [(J/? — 1)'/? cos #]/M; 
@ is the angle that the plane containing the lift direction and the 
tangent to the flight path makes with the plane containing the ray 


and the tangent to the flight path, acute when the lift has a component 
towards the point x,y,z. @ differs from 6 by a constant amount for a 
given 7, namely by the angle between the lift direction and the 
direction of the normal acceleration. 

As for an aircraft with negligible lift £, in Eq. (5.10) is given by the 
linearized law of propagation of disturbances 


(5.11) 


The technique of improving the linearized theory is to assume that 
the potential as given by Eq. (5.10) in terms of 7,6,r,é, is correct, but 
that Eq. (5.11) expressing ¢, in terms of 7,6,7,t needs correcting. 
Analysis identical to that of Section 4 leads to the improved law of 
propagation of disturbances 

, 

Ue(t —-—- *) + b(7)B(r,7,0)F(n,7,8) = n, 

aa 
where b(7) and £(r,7,0) are as previously defined in Eqs. (4.3) and (4.4), 
and the F-function is a generalization of that defined by Eq. (3.29), 


2(M? — 1)! cos? 
Pool U(r) ]? 





F(n,7,8) = Fo(n) — F,(n), (5.12) 
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where 


(5.13) 


and it has been assumed that L(0) = 0. 

The sonic bangs due to an aircraft with lift can, therefore, be 
determined by the same methods as have already been developed in 
Sections 3 and 4 for an aircraft with negligible lift. In particular, the 
introduction of shock waves is made in the same way. The essential 
variables are r, the distance along a ray, and », which characterizes 
the disturbances. 7 and 6, which determine the particular ray being 
considered, play the role of mere parameters. 


6. Discussion of the Preceding Results 


At this stage it is useful to discuss the results obtained so far. 

The pressure disturbances of an aircraft in flight can be considered 
to be propagated along rays. The rays which emanate froma particular 
point of the flight path make an angle of cos-! (1/J/) with the direction 
of flight, thereby forming a cone. For the purpose of determining the 
occurrence of sonic bangs the speed of propagation along these rays 
can be taken as the speed of sound in the undisturbed air. Therefore, 
the determination of the occurrence of sonic bangs, and of their 
distribution over the ground, is a purely geometrical problem, and 
presents no difficulty. It depends simply upon the geometry of the 
flight path and the variation of the aircraft’s speed along it. 

In the determination of the intensity of sonic bangs, on the other 
hand, allowance must be made for the slight variations in the speed 
of propagation of disturbances of different magnitudes. According to 
the theory developed in Sections 3, 4 and 5 the pressure at a given 
point at time ¢ is given by 





V0.M */? F (n,7,2) 


r[ 27}? 


(6.1) 


This follows from Eq. (4.10), with F(7) replaced by the generalized 
F-function F(y,7,0) of Eq. (5.12). 

At large distances along a ray 7, which characterizes the disturbance 
just behind the bow shock, will tend to the value, 7), corresponding to 
the first zero of F'(7,7,0) after 7 = 0, as illustrated in Fig. 6.1. Under 
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these circumstances the generalized version of Eq. (4.19) can be 
written 


"F(n,7,9) 


0 


9 
b(7)p(r,7,8) | (6.2) 





Hence, by using Eqs. (3.21) and (4.3), the pressure behind the bow 





Increasing 
distance 
A 











Fic. 6.1. Typical graphs of o against 7 for increasing distance along a 
ray. 


shock at large distances is given approximately, from Eqs. (6.1) and 
(6.2), by 


(Ny | 2 
ei 
21/4), 3/4 ianidietine (6.3) 


/0 


| 
(y + 1)2( M2 — 1)4 Le. — r/r,)B(r,7,0) 
y ali 





Let us now interpret this result. The first point is that the effect of 
the aircraft’s geometry, and of the lift that it generates, is contained 


fy 
Ui} 


in the term | 


0 1/2 
F(n,7,9) dr | . Secondly, the attenuation of the 


0 
pressure behind the shock as it moves down the ray is contained in the 
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term [r(1 — r/r.)8(r,7,0)}'*. Finally, the effect of the aircraft’s motion 
appears in both these terms, and also in the factor J1*/4/(.W? — 1)¥4, 
The dominant effect of the aircraft’s motion, however, is contained 
in the quantity r, through its dependence upon the component of the 
aircraft’s acceleration along the ray. The aircraft’s Mach number, MV, 
is not a significant parameter: for example, the factor M*/4/(M? — 1)4 
varies roughly as 1/4 for Jf not too close to unity. 

The attenuation of the pressure behind the shock with distance 
depends critically upon the quantity r,. If the aircraft has zero 
component of acceleration along the ray, then r,=o and 
B(r,7,0) = r'/?2, and the attenuation with distance varies as r-*/4, 
With acceleration the variation can be greater or less than this. 
Under certain circumstances the pressure may even increase with 
distance, the so-called focusing effect, and Eq. (6.3), in fact, predicts 
an infinite pressure when r = r,, corresponding to # = 0. This occurs 
at a point on the caustic of the rays, i.e. at a cusp of the wavefront. 
The present theory breaks down under these circumstances, for two 
reasons. Firstly, the approximate synchronal relation given by 
Eq. (3.10), upon which the analysis is based, is not valid near the 
caustic, as was noted. Secondly, the modification introduced by Rao 
treats the variations of the flow quantities along a ray as independent 
of their variations along other rays; on the caustic the rays intersect 
and the technique is clearly unsatisfactory. 

Let us consider now the relative effects of the “‘displacement’”’ and 
“lift”? terms, F(7) and F,(y), in the general expression for F(7,7,0). 
For an aircraft having a cross-sectional area distribution the same as 
that of a body of parabolic profile, 

19 


Oe) = 16Spax(5) (1 *: *) ; (6.4) 


where S,,,x is the maximum cross-sectional area, and / is the length 
of the aircraft. Hence, the term F)(7) is given by 


328 nos (2 as | n 16 (7 : 
E(2) ji —42 + — (2) |. 
arb3/2 B, l 5 i) 


For a parabolically loaded aircraft, 


Lot €) 
we) = 0% (1 —§ 


F(n) = 


where L,,, is the total lift on the aircraft. Hence, if m(é) can be treated 
as constant, the term (7) is given by 


Gus (847 _ 
Ay) 132m \ k , 23° 
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Therefore, for small values of »/I, 
oe fl 3(M? — 1)? cos Ltot | (n\*? 
F(n,7,9) ss “Wr — : ms ae Res F 
als/2 8yp,..M*m } eg 2G F 

For an aircraft flying at a lift coefficient of 0.2 based on wing area, 
having a maximum cross-sectional area of one tenth of the wing area, 
and having a value of m equal to 2, the quantity in square brackets is 
equal to 





3 7 
tn 1/2 5 
[ (M 1)!/2 cos 8 . 
The two terms involved are of the same order of magnitude, in general. 
In regions away from which the lift is directed, that is in regions where 
cos # is near —1, the term due to the lift adds to the term due to the 
displacement. The lift can then make a significant contribution to 
the so-called pressure signature (that is, to the variation of pressure 
with time at a given point), and hence to the intensity of sonic bangs. 

Consider now the effects of aircraft size and take, for simplicity, 


rn, 
just the displacement effects. The integral | " F(n,7,0) dy reduces to 
n ~0 
| ’ F,(n) dy, which has the value 0-461S,,,,/l//* for a cross-sectional 
0 


area distribution the same as that of a body of parabolic profile, as 
given by Eq. (6.4). We see, therefore, that the incremental pressure 
varies as the three-fourths power of the linear dimensions of the 
aircraft, or, in more popular terms, roughly as the fourth root of the 
all-up weight. The variation with size of aircraft is not, therefore, 
very great. 

There remains the effect of aircraft shape. Consider two aircraft, 
one having a cross-sectional area distribution the same as that of a 
body of parabolic profile, as given by Eq. (6.4), and the other having 
a cross-sectional area distribution the same as that of a body of 
elliptic profile, so that 


&\ /- E 
— ‘Sou(7) ( k: ) : 
1/2 | 


n 1/2 
The values of | "Fo(n) ay | are 0679812, /P/4 and 0-65181/5,/2/4 
0 


for the two aircraft respectively. These two values are not greatly 
different, and this implies that the sonic bangs from an aircraft do not 
depend very much upon its shape, as would be expected. Mathemati- 
cally it arises because it is the integral of F,(7) that is involved, and 
F,() itself is an integral of the area distribution. With two integrations 
it is very difficult for an aircraft to retain any character in the sonic 
bangs that it causes. 
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So far we have discussed the effects of attenuation, and of the 
aircraft's motion, etc., only qualitatively. Let us now consider a 
specific example. Consider an aircraft having a cross-sectional area 
distribution the same as that of a body of parabolic profile, having a 
maximum cross-sectional area of 30 ft? and a length of 50 ft, flying 
with negligible lift and without acceleration at a Mach number of 2. 
Under these circumstances the value of Ap/p,, given by Eq. (6.3) for a 
distance along the ray of 25,000 ft is 0-000966. If», corresponds to a 
pressure of one atmosphere this represents an incremental pressure of 
about 2-0 lb/ft?. This typical example, however, exposes the limitation 
imposed by one of the assumptions made so far, namely that the 
atmosphere through which the aircraft is flying is homogeneous. For, 
over distances of the order of 25,000 ft, and this distance is represen- 
tative of those of interest, the Earth’s atmosphere cannot, even 
crudely, be treated as homogeneous. Allowance must be made for the 
variations in the undisturbed pressure and in the undisturbed speed 
of sound along a ray. This will be done in the next section, where 
the effects of winds will also be considered. 


7. Some Effects of Non-homogeneity 
of the Atmosphere 


The preceding analysis is based on the assumption that the 
atmosphere in which the bangs are propagated is homogeneous. The 
Earth’s atmosphere is not homogeneous and this produces some 
interesting modifications to the distributions and intensities predicted 
in Sections 3 to 6. In this section the Earth’s atmosphere is approxi- 
mated by an atmosphere in which the variation of the undisturbed 
speed of sound is given by 

a=a, — kz; (7.1) 


z is a co-ordinate measured vertically upwards from the ground, a is 
the speed of sound at the altitude z, a, the speed of sound at ground 
level and / is a constant. The speed of sound in the Earth’s atmosphere 
obeys a law of this form very closely from sea level to the tropopause 
(about 36,000 ft). Above the tropopause the speed of sound is usually 
assumed to be constant; if sonic bangs are produced at an altitude 
above the tropopause, they propagate as described in Sections 3 to 6. 

Consider first an atmosphere that in its undisturbed state is at rest, 
that is, it is assumed that there are no winds. Let x,y,z be rectangular 
cartesian co-ordinates. Suppose a disturbance is created at time 7' at 
the point X,¥Y,Z. Consider the propagation of this disturbance in a 
vertical plane that makes an angle Q with the zz-plane. On linearized 
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theory the disturbance is propagated as a sound wave; the law of 
refraction of a wave through a refractive medium may be written 
" 

a—=0C, 12 
where # is the distance along a ray of the disturbance (that is, one 
of the lines along which the disturbance is propagated), w is the 
horizontal distance (that is, w? = (x — X)? + (y — Y)?), and C is 
a constant. Therefore, if dz/dw is the slope of the ray, 


so that 


da a, " 
77 3) 





— ~ [C2 — ape - ~ [C2 — (a, 


where we choose the minus sign because our interest will subsequently 
be in the rays that propagate towards the ground. The solution of 
this differential equation is 


[a, — kz — Z)P +[(C? —a,?)? — kw? = C*, (7.4) 


where a, =a, —kZ and the constant of integration has been 
chosen so that w = 0 when z = Z. For different constants C this is 
the equation of the rays of the disturbance. They are circles with 
their centres in the plane z = a,/k (the plane where the speed of 
sound falls to zero according to equation (7.1)). To determine the 
equation of the wavelets, the orthogonal trajectories of Eq. (7.4) 
must be obtained. The differential equation for the wavelets is 
obtained by replacing dw/dz in Eq. (7.3) by —dz/dw, and then 
eliminating C between this new equation and Eq. (7.4). The 
eliminant is 


[a, — k(z — Z) 
and the solution is 
w + (2 — Z + fa,kC,)? = a7C,(1 + 3k°C)), (7.5) 
where C, is a constant of integration, and is to be correlated with the 
time (t — 7’) that has elapsed since the disturbance was created. 


Along the upward vertical ray through z = Z, w = 0, a wavelet is 
propagated with a speed given by 
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so that the value of z at time ¢ along this ray is 


a a 
z—Z=—[1 —e-), 


k 
Putting » = 0 in Eq. (7.5) produces 
(z — Z)? + a,kC,(z — Z) = a2C,. 


For the values of z given by these two equations to be identical 
we must have 


C, == [cosh k(t — T) — 1] 


Hence, on substitution for C, in Eq. (7.5), the wavelets are 


o? + 2 — Z +=[eosh k(t — T) — 1 = $$ sinh? k(t — 7), 
They are spheres with centres which lie on the line w = 0 and move 
down this line as ¢ increases. At time ¢ the top of the sphere is at an 
altitude given by Eq. (7.5), so that the spheres approach the plane, 
z =a,/k, at which the speed of sound falls to zero, asymptotically 
as t tends to infinity. 


On putting the above results in a general three-dimensional form, 
at time ¢ the wavelet of a disturbance created at time 7' at a point 
X,Y,Z lies on the sphere 


\o 


{e — X}* + {fy — YP + 2 —Z + [cosh k(t — T) — i} 


er 
=—sinh?k(t—T), ( 

ke? 

where a, is the speed of sound at z = Z. The lines along which the 
wavelets are propagated, that is, the rays of the disturbance, are 
given by 


{a, — k(z — Z)}2 + {(C? — a2)!/2 — ka sec Q}? = C?, 


J 
y = 2 tan Q, 


where Q is the angle that the vertical plane containing the ray makes 
with the zz-plane. 

Moving sources of disturbances, representing the flight of an 
aircraft, are now considered. Suppose that, at time 7’, the position 
of a section of the aircraft is given by X(T), Y(T), Z(7). Just as in 
the case of a homogeneous atmosphere the wavelets have an envelope, 
called the wavefront, if the speed of the aircraft is supersonic. It will 
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now be proved that the rays of the wavefront are a sub-family of the 
rays of each separate disturbance, and that this sub-family consists 
of those rays of the disturbance which make initially the complement 
of the Mach angle with the instantaneous direction of flight. The 
position at time ¢ of the wavelet originating at time 7 is given by 
Kq. (7.6). The position of the envelope of the wavelets, or wavefront, 
at time ¢ is obtained by eliminating 7 between Eq. (7.6) and the 
equation obtained by differentiating it with respect to 7’, namely 


{e — X}X'(T) + fy — KYHY'(T) +52-—Z + 5#[eosh k(t — T) — uy) x 


\Z'(7') cosh k(t — 7’) + a, sinh k(t — r) 


\Z’ (7) sinh k(t — 7) +a, cosh k(t _1). (7.9) 
Without loss of generality we can assume that at time 7 the aircraft 
is on the z-axis, that the tangent to the flight path lies in the zz-plane, 
and that it makes an angle I with the horizontal. Therefore, if the 
speed of the aircraft is U, we have 


X(r) = 0, ir) <x 0, 
X’'(r) =UecoslT, Y'(r)=0, Z'(r) =UsinI. 


= —sinh k(t — T) 


Hence, at time ¢, a point 2,y,z lies on that part of the wavefront that 
arose from the disturbance created at time +7, provided it satisfies, 
from Eq. (7.8), 


y? + (2 — Z)? + (2 — Z)= [cosh k(t — 7) — 1] 


k 

> a 

27, leosh k(t —7r) —1])=0 (7.10) 

_ and, from Eq. (7.10), 

zU cosT + (z — Z){U sin T cosh k(t — 7) + a, sinh k(t — 7)} 
—={0 sin [ [cosh k(t — 7) — 1] + a, sinh k(t — r)}= 0. (7.11) 


Further, the particular ray of the disturbance created at time 7 
which passes through the point z,y,z is given, from Eqs. (7.7) and 
(7.8), by 


(C2 ee a 1/2 
x? sec? QO — 2x 


sec Q + 


y =z tan Q. 
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The eliminant of x,y,z from Eqs. (7.10), (7.11), (7.12) and (7.13) 
provides a relation involving C and Q. This relationship defines the 
single infinity of rays of the disturbance created at time 7 which are 
momentarily tangent at time ¢ to the rays of the wavefront, since the 
rays of the disturbance are normal to the wavelets, and the wavelets 
are tangential to the wavefront at the point of contact. The 
elimination is straightforward but cumbersome, and yields the result 


U*{a, cos Q cos T — (C? — a®)!/? sin PT]? = C2a?. (7.14) 


We note that this relationship is independent of ‘. This implies that 
the same single infinity of rays of the disturbance created at time r 
are always rays of the wavefront, that is, that the rays of the 
wavefront are a sub-family of the rays of the disturbances. 

Now, from Eqs. (7.3) and (7.13), we can deduce that the initial 
direction cosines of a ray are 


a,cosQ a,sinQ 
C ? C 





and the direction cosines of the tangent to the flight path are 
cos T’, 0, sin [. 


We see, therefore, that Eq. (7.14) expresses the condition that the 
initial direction of a ray makes an angle cos (a,/U) with the tangent 
to the flight path. This completes the proof of the statement made 
earlier about the rays of the wavefront. 

Solving Eq. (7.14) for C yields 


a2U cos T'cosQ + a,U sin IU? cos?Tcos?Q — (a2 — U2 sin? P)}!/? 





—_ 


az — U? sin? T 
(7.15) 


Now, we know that there is a single infinity of rays of the wavefront 
from a point on the flight path, and these form a conoidal surface. 
Equation (7.15) gives the two values of C corresponding to the two 
rays that lie in the vertical plane which makes an angle Q with the 
vertical plane through the tangent to the flight path. The upper and 
lower signs in Eq. (7.15) correspond to the upper and lower rays 
respectively. Hence, the equations of the two rays lying in the 
vertical plane designated by Q are given by Eqs. (7.12) and (7.13) 
with C given by Eq. (7.15). Individual rays are circles, and for each 
ray there is a minimum altitude below which it will not penetrate. 
This is the altitude at which a = C for that ray, because Eq. (7.3) 
shows that when a = C the slope of the ray is zero. 
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It is of interest to determine the curve of intersection of the ray 
conoid with the ground, for it will be the curve linking all points for 
which the bangs heard were created at the same instant of time. 
From Eq. (7.4) we see that the distance w of the point where the ray 
first intersects the ground from the point on the ground vertically 
below the origin of the ray is given by 


o = ZAC? — a2)? — (C2? — a), (7.16) 
where, for different angles 2, C is given by Eq. (7.15). If C <a,, 
then, for the corresponding direction 2, the ray will not reach the 
ground. This determines a maximum value of |Q|, beyond which 
there will be no intersection, and no bangs will be heard. The area in 
which bangs are heard is delimited by two lines which may be called 
“cut-off” lines. Outside these lines no bangs are heard because they 
are refracted away before reaching the ground. For example, in 
level flight ([ = 0) Eq. (7.15) shows that C = U cos Q, and therefore 
the maximum value of |Q| is given by |Q| = cos (a,/U). The 
distance of the cut-off line from the track of the aircraft (the projection 
of its flight path on the ground) is w sin Q, which, using Eq. (7.16), 
is equal to (U? — a®)/2(a2 — aZ)'2/kU. 

The time At taken for a disturbance to travel along a ray until it 
reaches the ground is now determined. If FR is the are length along 
a ray, 

dk ees 

a ==, (7.17) 
because the disturbance is propagated with the speed of sound. 
Now, from Eqs. (7.2) and (7.3), 


and, hence, from Eqs. (7.17) and (7.1 








Integrating this yields 


l 
At =- [cosht — cosh a ‘ 
k a,J 


a, g 


If the ray is a ray of the wavefront C will be given by Eq. (7.15). 
The effect of non-homogeneities in the atmosphere on the inten- 
sities of sonic bangs is not so easily found. According to the linearized 
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=i 


theory for a homogeneous atmosphere, the incremental pressure, 
from Eqs. (3.30) and (3.18), may be written 


Po OF (é,) 


L-2lz),_ J 


When the undisturbed density is not uniform acoustic theory (see, for 
example, Lamb?*), and the work of Ledsham and Pike?® suggest that 
the variation of density with altitude can be allowed for by replacing 
px. in Eq. (7.20) by the geometric mean of the densities at ground 
level and at the altitude of the aircraft when the bang was created—i.e. 
by (p,p,)*/*._ Non-uniformity in the undisturbed speed of sound affects 
the term (d?é/d7"),_,. An estimate of this effect will now be made 
for a particular flight path; the technique can be applied to general 
flight paths. 

Consider an aircraft flying straight and level with a constant 
speed U, and let us restrict attention to the bangs received on the 
track (i.e. on the projection of the flight path on the ground). The 
correspondence with the main theory of Section 3 will be brought out 


as we proceed. 


Ap = 





We take the vertical plane containing the flight path to be the 
za-plane. We assume that at time 7’ the section of the aircraft lying 
at a distance § from the nose moves through the point X,0,Z, and that 
the bang is received at x,0,0 at time ¢. 

Whereas in Section 3 rays were designated by their length R, now 
the rays must be designated by the parameter C. Expressing the 
condition that the rays must go through z,0,0, we have, from Eq. (7.4), 


2/2 — (C2 — aly), 


U(T) aT — X. (7.22) 


0 
The synchronal relation (3.6) must now be written 


RaR 
ga 
0 a 


or, using Eq. (7.17), 
1? C O 
T=t-—- | cosh" — — cosh <| ‘ 
k a 


a a, 
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Hence, from Eqs. (7.21) and (7.23), we now have in place of Eq. (3.7) 
T 
p= | 0(r) ar — 70) 
0 
and in place of Eqs. (3.8) and (3.9) 
dé =) 
me 1 FORT 
ap = UP) -F'°0) (Fp 


dc? 


‘dC 
dT 
When = 0 and dé/d7’ = 0 let the values of 7 and C be denoted by + 
and c respectively. Then, from Eqs. (7.24), (7.25) and (7.26) we have 
in place of Eqs. (3.13), (3.14) and (3.15) 


flc) = Ole) ds, 
0 
d Y 


U(r) -roZ = 0, 


U(T) — f"(C) ’ —f'(C) (7.26) 


dC d?C 


} = U(r) —ria(S) — f(a. (7.29) 


T=7 
Differentiating Eq. (7.27) we have in place of Eqs. (3.16) and (3.17) 
dc 
‘(c) — = U(r), look 
f'(e) > (7) (7.30) 
| % . ‘, 

ro(F) +/0 GS = Ge. (7.31) 

From Eqs. (7.28), (7.29), (7.30) and (7.31) we see that de/dr = dC/dT, 
and we obtain in place of Eq. (3.18) 


aC 
(7.32) 
Now, from Eq. (7.21), 
dx 
ia 
and from Eq. (7.33), 
a7 (0? — a2? — 


dC k(0? — a2 (C2 
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Hence, from Eqs. (7.33) and (7.34), 
dX 
j =—— =. 
’ dT 


Further, from Eqs. (7.30) and (7.33), 





and, hence, 
dc 


dr? 





= U72},2 


and from Eq. (7.34) 





d?C , 202 — a® — a? + (C2 — a2)/2(C% 3) 
—— = Ck? — fa ~- SEER (7.37) 
dT? [(C? — az)? — ( 

Hence, substituting from Eqs. (7.33), (7.35), (7.36), (7.37) into 

Eq. (7.32) we obtain the required result 


(U? — aZ)?(U? — afte 





J2 2)\1/2 (T72 2\1/2 ° 
(U Bie az) eae (C a;) : 


This relation shows, for example, how (d*é/d7")p_. decreases, 
corresponding to an increase in incremental pressure, as U, the speed 
of the aircraft, tends to the ground-level speed of sound, a,. U =a, 
corresponds to a cusp of the wavefront, and the analysis breaks down 
then because of the approximation made in Eq. (3.10). 

Finally, a few remarks will be made about the effects of winds in 
the atmosphere. Briefly, the effects of a variation in wind speed are 
similar to the effect of refraction arising from a variation in the speed 
of sound, although the former subject has not received the same 
amount of attention as the latter. 

Suppose first that the headwind speed at the altitude of the air- 
craft is Aw greater than it is at ground level; then the wavefront will 
not reach the ground if 

U — Aw <a,. 


This result follows from an analysis of the refraction of the rays by 
the combined effect of the variations in speed of sound and wind speed. 

Suppose now that there is a sidewind w,. We have seen that the 
bang occurring farthest from the track corresponds to C = a,, and 
that, from Eq. (7.21), it takes a time (1/k) cosh (a,/a,) to reach the 
ground. During this time the wind will have blown it a distance 
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(w,/k) cosh— (a,/a,) sideways. Naturally, the effects of steady winds 
such as this can be appreciated most easily by taking one’s frame of 
reference in the undisturbed air, and imposing an equal but opposite 
velocity on the ground. 


8. Final Remarks 


Although the theory of sonic bangs is not yet complete, it is 
deficient only in matters of detail. The problem of determining the 
occurrence of sonic bangs can be regarded as solved, including that of 
dealing with an atmosphere that is not homogeneous. The methods 
are likely to be as accurate as our knowledge of the detailed structure 
of the atmosphere itself at any given time. Local irregularities, e.g. 
winds and temperature inversions, can be ‘allowed for in principle, 
provided their detailed structure is known. 

The prediction of intensities is also satisfactory, except in regions 
around a cusp in the wavefront. Unfortunately, these regions are of 
particular interest, because the intensities in them are much larger 
than elsewhere. The increases in intensity are due to focusing of the 
rays along which the shock waves are propagated. This focusing can 
be caused by acceleration of the aircraft and also by refraction. The 
unapproximated but unimproved linearized theory can be used to 


provide a rough idea of the intensities, but no rigorous method exists 
for improving the predictions by the inclusion of non-linear effects 
when focusing of rays takes place. 
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